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Preliminar

Esta obra continda y en gran parte reemplaza mi ensayo de 1977,
Fractales: forma, azar y dimension, que siguid y sustituyd con largueza
mi ensayo en francés de 1975, Les objets fractals: forme, hasard et di-
mension. Cada una de estas etapas ha significado técnicas nuevas, borrar
algunas cosas, redactar de nuevo casi todas las secciones, afiadidos dedi-
cados a mis trabajos anteriores, y —lo mas importante— grandes aftadi-
dos dedicados a nuevos avances.

Debo a Richard F. Voss una contribucidn esencial al ensayo de 1977 y
a esta obra, especialmente por su disefio de entonces, y su redisefio de
ahora, de los copos fractales, de la mayoria de paisajes, y de los planetas.
Los programas de muchas de las nuevas y sorprendentes ilustraciones de
este ensayo son de V. Alan Norton.

Otros colaboradores proximos e inestimables han sido Sigmund W. Handel-
man, y después Mark R. Laff, en la informdtica y los graficos, ademds de H.
Catharine Dietrich, y luego Janis T. Riznychok, en la edicién y mecanogratiado.

Los agradecimientos individuales por los programas que hay tras las
ilustraciones y por otras ayudas particulares se encuentran al final del li-
bro, después de la lista de referencias.

Estoy en deuda con el Centro de Investigacion Thomas J. Watson de
la International Business Machines Corporation, por su apoyo a mis in-
vestigaciones y mis libros. En su condicién, primero de director de
grupo, luego de director de departamento, y ahora de director de investi-
gacion, el vicepresidente de IBM, Ralf E. Gomory, imaginé modos de
proteger y respaldar mi trabajo cuando no era mds que especulacion, y de
darle todo el apoyo que pueda necesitar ahora.

Mi primera publicacién cientifica apareci6 el 30 de abril de 1951. Al
cabo de los afos, habria podido parecer que mis investigaciones apunta-
ban en distintas direcciones. Pero este desorden era s6lo aparente y es-
condia una profunda unidad en cuanto al objetivo, que la presente obra
pretende desvelar, asi como por las dos que la precedieron. Contra lo que
hubiera podido parecer en un principio, la mayorfa de mis trabajos han
resultado ser los dolores del parto de una nueva disciplina cientifica.
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Tema

Por qué a menudo se describe la geometria como algo «frio» y
«seco»? Una de las razones es su incapacidad de describir la forma de
una nube, una montafia, una costa o un arbol. Ni las nubes son esféricas,
ni las montafias cOnicas, ni las costas circulares, ni la corteza es suave, ni
tampoco el rayo es rectilineo.

En términos mds generales, creo que muchas formas naturales son tan
irregulares y fragmentadas que, en comparacion con Euclides —un tér-
mino que en esta obra denotara todo lo referente a la geometria comun,

la naturaleza no sdlo presenta un grado superior de complejidad, sino

que ésta se da a un nivel completamente diferente. El nimero de escalas
de longitud de las distintas formas naturales es, a efectos practicos, infi-
nito.

La existencia de estas formas representa un desaffo: el estudio de las
formas que Euclides descarta por «informes», la investigacion de la mor-
tologia de lo «amorfo». Los matematicos, sin embargo, han desdefiado
este desafio y, cada vez mds, han optado por huir de lo natural, ideando
teorias que nada tienen que ver con aquello que podemos ver o sentir.

En respuesta a este desafio, concebi y desarrollé una nueva geometria
de la naturaleza y empecé a usarla en una serie de campos. Permite descri-
bir muchas de las formas irregulares y fragmentadas que nos rodean, dando
lugar a teorias hechas y derechas, identificando una serie de formas que
llamo fractales. Las mas itiles implican azar, y tanto sus regularidades
como sus irregularidades son estadisticas. Las formas que describo aqui
tienden a ser, también, escalantes, es decir su grado de irregularidad y/o
fragmentacion es idéntico a todas las escalas. El concepto de dimension
fractal (de HausdorfT) tiene un papel central en esta obra.

Algunos conjuntos fractales son curvas o superficies, otros «polvos»
inconexos, y también los hay con formas tan disparatadas que no he en-
contrado, ni en las ciencias ni en las artes, palabras que los describieran
bien. El lector puede hacerse una idea de ello ahora mismo con sélo
echar una mirada rapida a las ilustraciones del libro.
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Aunque muchas de estas ilustraciones representan formas que nunca
antes habian sido consideradas, otras representan, en varios casos por vez
primera, construcciones ya conocidas. En efecto, la geometria fractal
como tal data de 1975, pero muchos de sus utiles y conceptos son ante-
riores, y aparecieron para satisfacer objetivos muy distintos de los mios.
Mediante esas piedras antiguas encajadas en una estructura recién cons-
truida, la geometria fractal pudo «tomar prestada» una base excepcional-
mente rigurosa, y pronto plante6 preguntas nuevas y compulsivas en el
terreno de la matemadtica.

Sin embargo, esta obra no pretende ser ni abstracta ni general en si
misma, y no es ni un libro de texto ni un tratado de matemdticas. A pesar
de su extension, pretende ser un ensayo cientifico, pues la he escrito bajo
un prisma personal y sin pretensiones de completitud. También, como ocu-
rre con muchos ensayos, tiende a presentar disgresiones e interrupciones.

Esta informalidad debiera permitir al lector saltarse aquellos frag-
mentos que caen fuera de su interés o mas alld de su competencia. Hay
muchos fragmentos matematicos «féciles» dispersos por todo el libro,
especialmente hacia el final. La consigna es, hojear y saltar, por lo me-
nos en las dos primeras lecturas.

Presentacion de objetivos

Este ensayo retne diversos andlisis de distintas ciencias, y estimula
una nueva sintesis tanto en lo matematico como en lo filoséfico. Asi
pues, sirve tanto de sumario como de manifiesto. Ademas, revela todo un
mundo completamente nuevo de belleza plastica.

Un sumario cientifico

Los abogados llaman «sumario» a una recopilacion acerca de casos
reales relacionados por un tema comin. Esta palabra no tiene un equiva-
lente en la ciencia y sugiero que nos la apropiemos. Los casos importan-
tes merecen que se les preste atencién repetidas veces, pero es interesante
también comentar los casos menores; a menudo su discusion se abrevia
si uno dispone de «antecedentes».

Uno de los casos se refiere a una aplicacién muy conocida de unas mate-
madticas muy conocidas al estudio de un fenémeno natural muy conocido: el
modelo geométrico de Wiener del movimiento browniano. Sorprendente-
mente, no encontramos ninguna otra aplicacion directa de los procesos de
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Wiener, lo que sugiere que el movimiento browniano sélo es un caso espe-
cial, especialmente simple y desestructurado, entre los fendmenos de com-
plejidad superior que vamos a tratar, No obstante, lo incluyo porque muchos
fractales dtiles son modificaciones cuidadosas del movimiento browniano.

Los otros casos tratan principalmente de mi propio trabajo, de sus an-
tecedentes prefractales y de su ampliacion por parte de estudiosos que
reaccionaron a los dos ensayos que precedieron a éste., Algunos casos tie-
nen que ver con el mundo visible de las montafias y otros objetos por el
estilo, dando por fin contenido a la promesa que encierra la palabra geo-
metria. Pero otros casos tratan de sistemas submicroscopicos, el objeto
primordial de la fisica.

El tema en cuestion es a veces esotérico. Otras veces, se trata de un tema
corriente, si bien sus aspectos geométricos no habian sido tratados adecuada-
mente. Ello hace pensar en la observacion de Poincaré de que hay preguntas
que uno decide plantearse y otras que se plantean por si solas. Y una pre-
gunta que se ha estado planteando por si misma y a la que durante mucho
tiempo no se le ha encontrado respuesta, tiende a ser dejada para los nifios.

Debido a esta dificultad, mis anteriores ensayos insistian machacona-
miente en que el enfoque fractal es tan efectivo como «natural». Y no
s6lo era indiscutible, sino que habria que preguntarse ¢cémo se podia ha-
ber ido tan lejos sin él. Ademads, para evitar controversias innecesarias,
aquellos textos minimizaban la discontinuidad entre las exposiciones cla-
sicas, los trabajos publicados y la presentacion de mis propias ideas y re-
sultados. En este ensayo, por el contrario, reclamo escrupulosamente el
mérito que me corresponde.

Bajo ningin concepto considero que ¢l enfoque fractal sea la panacea, y
el andlisis de cada caso deberia juzgarse seguin criterios basados en su pro-
pio campo, es decir, en base sobre todo a su propia capacidad de organiza-
cién, prediccion y explicacion, y no como ejemplo de una estructura mate-
matica. Como cada estudio se detiene un poco antes de llegar a los aspectos
verdaderamente técnicos, se ofrece al lector una lista de referencias para
que pueda proseguir un estudio detallado. A consecuencia de ello (parafra-
seando a d’ Arcy Thompson, 1917), este ensayo es un prefacio de principio
a fin. Cualquier especialista que espere mds quedard decepcionado.

Un manifiesto: la geometria de la naturaleza tiene una cara fractal
Ahora bien, la razén para reunir todos estos prefacios es que cada uno
ayuda a entender los demds, pues comparten una estructura matemadtica

comun. He aqui el elocuente resumen de F. J. Dyson:
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«Fractal ¢s una palabra acufiada por Mandelbrot para reunir bajo un
s6lo nombre una gran familia de objetos que han [tenido]... un papel his-
torico... en ¢l desarrollo de la matematica pura. Una gran revolucién en
las ideas separa la matematica cldsica del siglo xix de la matematica mo-
derna del xx. La matematica cldsica esta enraizada en las estructuras re-
gulares de la geometria de Euclides y en la evolucion continua caracteris-
tica de la dindmica de Newton. La matematica moderna empez6 con la
teorfa de conjuntos de Cantor y la curva de Peano que llena el plano.
Desde el punto de vista historico, la revolucion se produjo al descubrirse
estructuras matematicas que no encajaban en los patrones de Euclides y
Newton. Estas nuevas estructuras fueron consideradas... “patologicas”, ...
como “una galerfa de monstruos”, emparentadas con la pintura cubista y
la musica atonal, que por aquella época trastornaron las pautas estableci-
das en el gusto artistico. Los matemdticos creadores de esos monstruos
les concedian importancia por cuanto mostraban que el mundo de la ma-
temadtica pura tiene una riqueza de posibilidades que va mucho mas alla
de las estructuras sencillas que veian en la naturaleza. L.a matematica del
siglo xx floreci6 en la creencia de que habia trascendido completamente
las limitaciones impuestas por sus origenes naturales.

»3in embargo, como sefiala Mandelbrot, la naturaleza ha gastado una
broma a los matematicos. Quiza a los matematicos del siglo xix les haya tal-
tado imaginacion, pero no asf a la naturaleza. Las mismas estructuras patolo-
gicas que inventaron los matemdticos para escapar del naturalismo del siglo
x1X han resultado ser inherentes a muchos de los objetos que nos rodean.»'

En pocas palabras, que he confirmado la observacién de Blaise Pascal
de que la imaginacién se cansa antes que la naturaleza. («L’imagination
se lassera plutdt de concevoir que la nature de fournir. »)

No obstante, la geometria fractal no es una «aplicacion» directa de la ma-
temdtica del siglo Xx. Es una nueva rama nacida tardiamente de la crisis de la
matematica que comenzé cuando duBois Reymond (1875) llamé la atencidn
por primera vez sobre una funcién continua y no diferenciable construida por
Weierstrass (capitulos 3, 39 y 41). Dicha crisis duré aproximadamente hasta
1925, siendo los principales actores Cantor, Peano, Lebesgue y Hausdorff.
Estos nombres, asi como los de Besicovitch, Bolzano, Cesaro, Koch, Os-
good, Sierpinski y Urysohn, no suelen aparecer en el estudio empirico de la
naturaleza, pero yo afirmo que el impacto de la obra de estos gigantes tras-
ciende, con mucho, los objetivos que se propusieron inicialmente.

I. De «Characterizing Irregularity» de Freeman Dyson, Science, 12 de mayo de 1978, vol. 200,
n. 4342, pp. 677-678. Copyright 1978 de la American Asociation for the Advancement of Science.
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Muestro cdmo, sin que ni ellos ni las generaciones que les siguieron
se dieran cuenta, sus extravagantes creaciones esconden todo un mundo
de interés para aquellos que celebran la naturaleza tratando de imitarla.

Una vez mds nos sorprende lo que ya era de esperar atendiendo a
nuestra experiencia anterior, que «el lenguaje de la matemdtica resulta
increiblemente eficiente en las ciencias naturales..., un regalo maravi-
lloso que ni comprendemos ni merecemos. Deberfamos sentirnos agrade-
cidos por ello y esperar que seguird valiendo en el futuro, y que, para
bien o para mal, para nuestra satisfaccion y quiza también para nuestra
confusion, se generalizard a muchos campos del saber» (Wigner, 1960).

Matemdtica, naturaleza y estética

Ademas, la geometria fractal revela que algunos de los capitulos mds
austeros y formales de la matemdtica tienen una cara oculta: todo un
mundo de belleza pléstica que ni siquiera podiamos sospechar.

«Fractal» vy otros neologismos

Segun un dicho latino, «nombrar es conocer»: Nomen is numen. An-
tes de emprender su estudio, los conjuntos a los que he aludido en las
secciones anteriores no eran lo bastante importantes como para precisar
un término que los denotara. Sin embargo, a medida que con mi esfuerzo
los monstruos cldsicos fueron siendo domados y afeitados, y que nuevos
«monstruos» fueron apareciendo, la necesidad de una palabra para desig-
narlos fue cada vez mas manifiesta. Se hizo acuciante cuando hubo que
buscar un titulo para el primer antecesor de este ensayo.

Acuiié el término fractal a partir del adjetivo latino fractus. El verbo
correspondiente es frangere que significa «romper en pedazos». Es pues
razonable, jy nos viene de perlas!, que ademds de «fragmentado» (como
en fraccion) fractus signifique también «irregular», confluyendo ambos
significados en el término fragmento.

LLa asociacion conjunto fractal tendra una definicién rigurosa, no asi
fractal natural, que servird para designar sin demasiada precisién una fi-
gura natural que puede ser representada por un conjunto fractal. Por
ejemplo, las curvas brownianas son conjuntos fractales, y el movimiento
browniano fisico es una fractal natural.

(Como dlgebra procede del drabe jabara = unir, atar, ;fractal y dlge-
bra son etimoldgicamente opuestos!)
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En términos generales, en mis viajes por tierras recién descubiertas o
acabadas de colonizar, he ejercido a menudo el derecho a nombrar los
lugares mas destacados. Normalmente me ha parecido mejor acufiar un neo-
logismo que dar un nuevo giro a alguna palabra demasiado usada ya por
otra parte.

Hay que tener en cuenta, ademds, que el significado corriente de una
palabra estd a menudo tan arraigado que no se borra ficilmente con una
redefinicion. Como observé Voltaire en 1730, «si Newton no hubiera
usado la palabra atraccion, todo el mundo en la Academia [francesa] hu-
biera abierto los ojos a la luz, pero por desgracia usé en Londres un tér-
mino que en Paris tenfa un sentido ridiculizado». Ademas, frases como
«la distribucién de probabilidad de la distribucién de Schwarz en el espa-
cio respecto a la distribucion de galaxias» son horrendas.

Los términos acufiados en este ensayo evitan este peligro echando
mano de raices griegas o latinas en desuso, como rrema, y al léxico rara-
mente usado de la tienda, la casa o la granja. {Los nombres domésticos
facilitan la doma de los monstruos! Asi, por ejemplo, he dado significa-
dos técnicos a palabras como polvo, codgulo v suero. Recomiendo tam-
bién el uso de «perembaldosado» para indicar una forma minuciosa
(=per) de embaldosado.

Reafirmacion de objetivos

Resumiendo, este ensayo describe las soluciones que propongo para
una multitud de problemas concretos, algunos de ellos muy antiguos, con
la ayuda de una matemdtica que en parte es también muy antigua, pero
que (aparte de sus aplicaciones al movimiento browniano) nunca se habia
usado de esta manera. Los casos que esta matematica permite resolver, y
las generalizaciones requeridas por €stos, sientan los fundamentos de una
nueva disciplina.

Los cientificos se sorprenderdn y se alegrardn (estoy convencido de
ello) de que muchas formas que habian de llamar veteadas, en forma de
hidra, llena de granos, pustulosas, ramificadas, en forma de alga, extra-
fias, enmarafiadas, tortuosas, ondulantes, tenues, arrugadas y otras cosas
por el estilo, admiten de ahora en adelante un tratamiento riguroso y
cuantitativo.

Los matematicos se sorprenderdn y alegrardn (asi lo espero) de saber
que conjuntos que hasta ahora tenian fama de excepcionales (Carleson,
1967) pasen en cierto sentido a ser lo corriente, que construcciones ¢on-
sideradas patoldgicas deban darse de modo natural a partir de problemas

20



muy concretos, y que ¢l estudio de la naturaleza deba ser de gran ayuda
en la resolucion de viejos problemas y plantee otros nuevos.

No obstante, este ensayo evita todas las dificultades de fndole pura-
mente técnica. Estd dirigido principalmente a un conjunto amplio de
cientificos. La presentacion de cada tema empieza con casos especificos
y coneretos. Se pretende que el lector vaya descubriendo gradualmente la
naturaleza de los fractales. Y el arte se disfruta por si solo.
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2
Lo irregular y lo fragmentado en la naturaleza

«Toda belleza es relativa... No hemos de... creer que las orillas del
mar sean realmente deformes por no tener la forma de un baluarte regu-
lar; que las montafias hayan perdido la forma porque no son exactamente
como pirdmides o conos; ni que las estrellas estén situadas desmanada-
mente por no estar a una distancia uniforme. Estas irregularidades no son
naturales, sino sélo por lo que respecta a nuestro gusto; ni resultan in-
cémodas para los verdaderos usos de la vida y de los designios de la
vida del hombre en la tierra.» Esta opinién de Richard Bentley, sabio
inglés del siglo xvii (repetida en las frases del comienzo de este en-
sayo), muestra que la idea de reunir las formas de las costas, las monta-
flas y el cielo para contrastarlas con lo euclideo viene de antiguo.

Del puiio y letra de Jean Perrin

A continuacién sintonizamos una voz mas proxima en el tiempo y
también en el oficio. Para dar mds detalles acerca del cardcter irregular o
fragmentado de las costas, el movimiento browniano y otras estructuras
naturales que trataremos en el presente ensayo, permitaseme presentar,
en una traduccién mds o menos libre, unos extractos de Perrin (1906). EI
trabajo posterior de Jean Perrin sobre el movimiento browniano le valié
el premio Nobel y espoled el desarrollo de la teorfa de la probabilidad.
Aqui, sin embargo, cito de un manifiesto filoséfico anterior que, aunque
fue parafraseado posteriormente en el prélogo de Perrin (1913), pasd de-
sapercibido hasta que aparecio citado en la primera version (francesa)
de este ensayo. Aunque me enteré de su existencia demasiado tarde como
para que tuviera un efecto importante sobre mi trabajo, me estimulé en
un momento en que me hacia falta, y es de una elocuencia sin par:

«Como sabe todo el mundo, antes de dar una definicién rigurosa de
continuidad, todo buen maestro demuestra a los principiantes que, de he-

22



cho, poseen ya la idea subyacente a este concepto. Traza una curva bien
definida y, sosteniendo una regla, dice: “Como ven, en cada punto hay
una tangente”. O también, al introducir el concepto de velocidad instan-
tanea de un mévil en un punto de su trayectoria, dice: “Vean cémo la velo-
cidad media entre dos puntos préoximos no varia apreciablemente al acercar
infinitamente dichos puntos”. Y muchos, sabedores de que para ciertos
movimientos corrientes estas atirmaciones parecen ser bastante ciertas, no
se dan cuenta de que encierran un niimero considerable de dificultades.

»Los matemadticos, sin embargo, son muy conscientes de lo pueril de
tratar de demostrar, con dibujos solamente, que toda funcién continua
tiene derivada. Aunque las funciones diferenciables son las mds simples
y las mas faciles de manejar, son una excepcion. Hablando en términos
geométricos, lo normal son las curvas sin tangente, mientras que las
curvas regulares, como el circulo, son casos interesantes pero muy parti-
culares.

»A primera vista, la consideracion del caso general parece un mero
egjercicio intelectual, ingenioso pero artificial, el deseo de una precision
absoluta llevado a un extremo ridiculo. Quienes oyen hablar de curvas
sin tangente, o de funciones sin derivadas, piensan a menudo que cosas
tan complicadas ni se dan en la naturaleza, ni nos son sugeridas por ella.

»Sin embargo, lo cierto es lo contrario, y la 16gica de los matemadticos
les ha mantenido mis cerca de la realidad que las representaciones pric-
ticas que usan los fisicos. Ilustraré esta afirmacion considerando algunos
datos experimentales sin ninguna idea preconcebida.

»Consideremos, por ejemplo, un copo blanco de los que se obtienen
al echar sal al agua jabonosa. De lejos, su contorno puede parecer clara-
mente definido, pero a medida que lo examinamos mds y mds cerca, esa
claridad desaparece. El ojo no ve ya una tangente en cada punto. Una li-
nea que pudiera a primera vista tener esta propiedad resulta, después de
un examen mds minucioso, ser perpendicular u oblicua al contorno. Y si
tomamos una lupa o un microscopio, la incertidumbre se mantiene, pues
cada vez que incrementamos el aumento aparecen nuevas irreguiarida-
des, y nunca llegamos a tener una imagen clara y nitida, como en el caso,
por ejemplo, de una bola de acero. Asi pues, si se acepta que este Gltimo
caso ilustra la forma clésica de la continuidad, el copo anterior podria 16-
gicamente ilustrar el concepto mas general de funcién continua sin deri-
vada.»

Conviene interrumpir aqui la cita para prestar atencidn a las ldminas
25 y 26. Las laminas en blanco y negro se encuentran al final del capitulo
en que han sido citadas por primera vez y el niimero es el de la pagina co-
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rrespondiente. Las liminas en color forman un capitulo aparte y sus pies
son bastante independientes del resto del libro. Y sigue 1a cita:

«Hay gue tener en cuenta que la incertidumbre en la posicién de la
tangente en un punto no tiene nada que ver con la incerttdumbre que uno
observa en un mapa de Bretafia. Aunque se obtendria un resultado dis-
tinto segin la escala del mapa, siempre habria una tangente, pues un
mapa es un diagrama convencional. Por el contrario, tanto nuestro copo
como la costa presentan la caracteristica esencial de que sospechamos.
sin verlo absolutamente claro, que en cada escala aparecen detalles que
prohiben del todo determinar una tangente.

»Sin abandonar el reino de la realidad experimental, observemos con
un microscopio una particula suspendida en un fluido agitandose por el
movimiento browniano [véase la lamina 29 de este ensayo|. Se observa
como la direccion de la linea recta que une las posiciones de la particula
en dos instantes de tiempo muy proximos cambia de manera absoluta-
mente irregular al disminuir el intervalo de tiempo entre ambos instantes.
Para un observador imparcial la conclusion seria que no esta tratando con
una curva sobre la que se puedan trazar tangentes, sino con una funcién
sin derivada.

»No hay que olvidar que, a pesar de que una observacion cada vez
mds fina de cualquier objeto nos llevaria normalmente al descubrimiento
de una estructura muy irregular, a menudo resulta ventajoso aproximar
sus propiedades por medio de funciones continuas. Aunque la madera
pueda tener una porosidad indefinida, resulta dtil considerar que una viga
que ha sido serrada y pulida tiene un drea finita. Es decir, a ciertas escalas
y segun para qué métodos de investigacion, muchos fenémenos pueden
representarse por funciones regulares y continuas, de manera parecida a
como se puede envolver una esponja con papel de aluminio sin seguir
exactamente el contorno complicado de la misma.

»Si, yendo algo mds lejos..., atribuimos a la materia la estructura infi-
nitamente granular que plantea la teoria atdmica, la posibilidad de aplicar
a la realidad el concepto matemadtico riguroso de continuidad sufrird un
serio revés.

»Consideremos, por ejemplo, la definicién de la densidad del aire en
un punto y en un instante dados. Nos representamos una esfera de volu-
men v con centro en ese punto. Si la masa del aire contenido es m, el co-
ciente m/v es la densidad media en el interior de esa esfera, y llamamos
densidad verdadera a un cierto valor limite de dicho cociente. Esta defi-
nicién implica, sin embargo, que, en el momento considerado, la densi-
dad media es pricticamente constante para todas las esferas de un ta-
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Fi6. 25y 26.  Copos fractales ariificiales

mafio inferior a un volumen dado. Aunque esa densidad media pueda
variar considerablemente entre una esfera de 1000 metros ctibicos y otra
de 1 centimetro cubico, uno espera que varie s6lo en una millonésima al
comparar | centimetro cubico con una milésima de milimetro ctibico.

»Supongamos que €l volumen decrece continuamente. En vez de ser
cada vez menos importantes, resulta que estas fluctuaciones son cada vez
mayores. A escalas en las que es importante el movimiento browniano, el
efecto de las fluctuaciones puede ser de una parte en un millar, y llegan a
ser de | parte de cada 5 cuando el radio de la esfera hipotética alcanza la
centésima de micra.

»Siguiendo un poco mds, nuestra estérula Hega al tamafio de una mo-
Iécula. En un gas, lo mds probable es que se encuentre en el espacio in-
termolecular, con lo que la densidad media serd nula. En el punto en
cuestion, la densidad verdadera serd nula también. Pero aproximada-
mente una de cada mil veces nuestro punto estard en una molécula, y en-
tonces la densidad media serd mi} veces mayor que el valor que solemos
tomar como densidad verdadera del gas.

»Sigamos disminuyendo el tamafo de nuestra esférula. Excepto en
casos excepcionales, pronto llegard a estar vacia debido al vacio interaté-
mico; con lo que la densidad verdadera es nula casi por doquier, excepto
en un nimero infinito de puntos aislados, en los que tiene un valor infi-
nito.

»Otras propiedades tales como la velocidad, la presién o la tempera-
tura son susceptibles de consideraciones analogas. Descubrimos que se
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hacen cada vez mas irregulares a medida que incrementamos el aumento
de nuestra imagen necesariamente imperfecta del universo. En el espacio
intermaterial, la funcién que representa cualquier propiedad fisica for-
mard un continuo con un nimero infinito de puntos singulares.

»Una materia infinitamente discontinua, un éter continuo sembrado
de mintsculas estrellas, también aparece en el universo césmico. Y se
puede llegar también a la misma conclusion que mads arriba, imaginando
esferas cada vez mayores que abarquen sucesivamente planetas, sistemas
solares, estrellas, nebulosas, ...

»Permitasenos pues una hipétesis que, aun siendo arbitraria, no es 16-
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gicamente inconsistente. Podrian darse casos en los que usar una funcion
no diferenciable fuera mas simple que usar una que si lo fuera. Cuando
esto ocurra, se habrd probado el valor prictico del estudio matemdtico de
los continuos irregulares.»

Luego, en el comienzo de otra seccién, subraya: «Pero, por el mo-
mento, esta hipdtesis no es mds que un ensueno».

De como una «Galeria de los Monstruos» se convierte
en Museo de la Ciencia

Una parte de este ensuefio, la que se refiere al movimiento brow-
niano, se hizo realidad en tiempos del propio Perrin. La reflexion de Pe-
rrin capté casualmente la atencion de Norbert Wiener (Wiener, 1956,
pags. 38-39, o 1964, pags. 2-3), quien, con gran «sorpresa y placer», se
animo a definir y estudiar con rigor un primer modelo no diferenciable
del movimiento browniano.

Este modelo sigue vigente, si bien los fisicos arguyen que su no dife-
renciabilidad procede de una idealizacion excesiva, a saber, considerar des-
preciable la inercia. Con ello los fisicos vuelven la espalda a un aspecto del -
modelo de Wiener que es de la mixima importancia para la presente obra.

Las otras aplicaciones de las matematicas a la fisica previstas por Pe-
rrin ni tan sélo fueron intentadas hasta esta obra. La familia de conjuntos
a que aludia Perrin (las curvas de Weierstrass, los polvos de Cantor y
otros por el estilo) siguieron formando parte de la «matemadtica pura».

Algunos autores, por ejemplo Vilenkin (1965), llaman a esta familia
«Museo de Arte Matematico», sin sospechar siquiera (estoy convencido)
cudn acertado iba a resultar este nombre. Cité ya en el capitulo 1 que
otros autores (empezando por Henri Poincaré) dijeron que era una «Gale-
ria de los Monstruos», parafraseando el Treatise of Algebra de John Wa-
His (1685), donde se dice que la cuarta dimension es «un monstruo en la
naturaleza, menos posible que una guimera o un centauro».

Uno de los objetivos del presente ensayo es mostrar, insistiendo una y
otra vez sobre diversos «casos» concretos, que esa misma «Galeria» se
puede visitar en calidad de Museo de la Ciencia.

Los matemadticos son dignos de elogio por haber inventado el primero
de estos conjuntos hace ya mucho, pero al mismo tiempo son los culpa-
bles de habernos disuadido de hacer uso de ellos.



Fi6.. 29, Loy dibujos cldsicos del movimiento browniano -
segun Jean Perrin

En un texto inspirador citado en el capitulo 2, Jean Perrin hace un comen-
tario sobre la forma de los «copos blancos que se obtienen echando sal en
agua jabonosa». El objeto de estas figuras es ilustrar las observaciones de Pe-
rein.

Hay que apresurarse a sefalar que no se trata de fotografias ni de recons-
trucciones por ordenador de ningidn objeto real, ya sea éste un copo de jabon,
una nube de lluvia o volcdnica, un pequefio asteroide o un pedazo de cobre
nativo. Tampoco pretenden ser el resultado de una teoria que simule los dis-
tintos aspectos —quimicos, fisicoquimicos e hidrodindmicos— de la forma-
cién real de copos.

A fortiori, no pretenden estar directamente relacionados con ningin prin-
cipio cientifico. Soun formas producidas en un ordenador con el fin de ilustrar,
de la manera mds sencilla posible, ctertas caracteristicas geométricas que pa-
recen estar presentes en la descripcion de Perrin, y que propongo modelizar
mediante el concepto de fractal.

Estos copos existen Gnicamente en la memoria de un ordenador. Nunca se
realizaron modelos tridimensionales de los mismos, y el sombreado es obra
también del disefio por ordenador.

Los detalles de la construccién de estos copos se dan en el capitulo 30.
Las diferencias apreciables entre ellos dependen del pardmetro D, cuyo valor
se indica al lado de cada figura. Se llama dimension fractal, se define en el ca-
pitulo 3 y tiene un papel fundamental en el presente ensayo. El hecho de que
las tres figuras tengan la misma forma global se debe a un sesgo asociado al
método de aproximacidn. Este efecto se comentard en los pies de las ldminas
376 y 371.

Una versién anterior tenfa un extrafio parecido con una presunta fotografia del
monstruo del lago Ness. ; Podria ser fortuita esta convergencia de forma?

La descripcidon del movimiento browniano por Perrin (1909) es la si-
guiente: «En una masa de fluido en equilibrio, como por ejemplo el agua de
un vaso, todas las partes estdn aparentemente en reposo. Si introducimos en
ella un objeto mds denso, cae. Es cierto que cuanto menor es ¢l objeto mas
lenta es la caida; pero cualquier objeto visible siempre acaba en el fondo de la
vasija y por ninglin motivo tiende a ascender de nuevo. Sin embargo, serfa di-
ficil observar durante mucho rato una preparacion de particulas muy finas en
un liquido sin observar un movimiento perfectamente irregular. Se mueven,
se detienen, vuelven a arrancar, suben, bajan, vuelven a subir, sin tender al re-
poso en 1o mas minimo».

Esta ldmina, la unica del libro que representa un fendmeno natural, esta
tomada de Les atomes de Perrin. Vemos cuatro trazas distintas de particulas
coloidales con un radio de 0,53 micras, observadas al microscopio. Cada dos
posiciones sucesivas estdn separadas por un intervalo de 30 segundos, y los
segmentos de recta que los unen no tienen ningin significado fisico (la cua-
dricula tiene un lado de 3.2 micras).
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Volviendo a nuestra traduccion libre de Perrin, «Uno podria sentirse ten-
tado a defintr una “velocidad media de agitacion” siguiendo una particula
concreta con tanta precisiéon como le fuera posible. Pero esas evaluaciones
son enormemente erroneas. Tanto el médulo como la direccion de la veloci-
dad media aparente varian a lo loco. Esta ldmina sélo da una ligera idea de lo
enrevesado de la trayectoria real. En efecto, si se marcaran las posiciones de
la particula a intervalos de tiempo 100 veces menores, cada segmento rectili-
neo seria sustituido por una poligonal tan compleja como el presente grafico,
aunque mds pequefia. Se comprende facilmente, pues, que el concepto de tan-
gente no tenga sentido en tales curvas.»

Este ensayo comparte las inquictudes de Perrin, pero aborda la irregulari-
dad desde un dngulo distinto. Nos fijaremos (capitulo 25) en que al examinar
el movimiento browniano bajo aumentos crecientes, su longitud crece indefi-
nidamente.

Ademds, la traza del movimiento browniano acaba por llenar casi por
completo el plano. ;No resulta pues tentador concluir que, en cierto sentido
atin no definido, este tipo peculiar de curvas tiene la misma dimensién que el
plano? Y en efecto, asi es. Uno de los principales objetivos de este ensayo es
mostrar que el vago concepto de dimension presenta distintos aspectos. La
traza del movimiento browniano es, desde el punto de vista topolagico, una
curva, y por tanto tiene dimensién I. Sin embargo, como barre la prictica to-
talidad del plano, tiene dimensién dos en sentido fractal. De acuerdo con la
terminologia que se introduce en este ensayo, la discrepancia entre cstos dos
valores determinara que el movimiento browniano sea un fractal.

30




3
Dimension, simetria y divergencia

En este ensayo tienen un papel fundamental los antiguos conceptos de
dimension (en el sentido de nimero de dimensiones) y de simetria. Ade-
mds, nos encontraremos constantemente con sintomas de divergencia.

La idea de dimension

Durante la crisis que va de 1875 a 1925, los matemdticos se dieron
cuenta de que no es posible una comprension correcta de lo irregular y lo
fragmentado (asi como de lo regular y lo conexo) si se define la dimen-
sion como nimero de coordenadas. El primero en emprender un anélisis
riguroso fue Cantor en su carta a Dedekind, fechada el 20 de junio de
1877. Le siguié Peano en 1890, y los pasos finales datan de la década
de 1920.

Como todos los grandes progresos intelectuales, el final de esta histo-
ria admite diversas interpretaciones. Cualquiera que escriba un tratado
materndtico sobre la teorfa de la dimension estd asumiendo que dicha
teoria es tinica. Pero en mi opinién lo mds importante es que un concepto
amplio como el de dimension presenta diversas facetas matematicas que,
aparte de ser conceptualmente distintas, dan distintos resultados numéri-
cos. Exactamente igual que Guillermo de Occam propugna para los entes
z, no hay que multiplicar las dimensiones mas alld de lo necesario; no
obstante, es inevitable usar varias clases de dimensién. Euclides se limita
a conjuntos para los que los distintos tipos de dimensiones utiles coinci-
den; asf pues, podriamos llamarles conjuntos dimensionalmente concor-
dantes. Por el contrario, la mayor parte de este ensayo estudia conjuntos
para los que las distintas dimensiones no coinciden; se trata pues de con-
juntos dimensionalmente discordantes.

Al pasar de las dimensiones de los conjuntos matemdticos a las di-
mensiones «efectivas» de los objetos fisicos modelizados por dichos con-
juntos, nos encontramos con otro tipo de ambigiiedad, inevitable ¢ im-
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prescindible. En este capitulo ofreceremos una primera vision de los as-
pectos matemdticos y fisicos de la dimension.

Definicion del término fractal

En esta seccion se usan muchos términos matematicos no definidos pre-
viamente, pero a muchos lectores les puede ser (til, o cuando menos esti-
mulante, echarle una ojeada. En cualquier caso, si se desea, puede saltarse.

Esta digresion y las otras que seguiran estdn enmarcadas por los nuevos
paréntesis [ y L. El segundo es muy visible, a fin de que cualquiera lo pueda
encontrar facilmente cuando, después de perderse en la digresién, decida
saltarsela. El primero de ellos, la «apertura de paréntesis», pretende no lla-
mar demasiado la atencion sobre las digresiones, que a menudo sélo son un
tratamiento avanzado de conceptos que se estudiardn con posterioridad.

0 El hecho de que los fractales elementales sean dimensionalmente
discordantes puede servir para dar contenido matematico al concepto
hasta ahora intuitivo de fractal. Nos concentraremos en dos definiciones
que asignan, a cada conjunto del espacio euclideo R", y con independen-
cia de lo «patoldgico» que sea, un nimero real que por razones intuitivas y
formales merece ser llamado su dimensién. La mds intuitiva de dichas defini-
ciones es la dimension topoldgica segin Brouwer, Lebesgue, Menger y Ury-
sohn. La denotaremos por Dy, y estd descrita en una entrada del capitulo 41.
La segunda dimensién fue formulada por Hausdorft (1919) y Besicovitch le
dio la forma final. Se discute en el capitulo 39 y la denotamos por D.

0 Siempre que uno trabaja en el espacio euclideo R, tanto D, como
D toman valores comprendidos entre 0 y E. Pero aqui se acaban las ana-
logias. Mientras Dy es siempre un entero, D no tiene por qué serlo. Asi,
ambas dimensiones no tienen por qué coincidir; sélo estin sujetas a la
desigualdad de Szpilrajn (Hurewicz y Wallman 1941, capitulo 4)

D>D,

Para todas las figuras euclideas D= Dy, pero casi todos los conjuntos de
este ensayo satisfacen D> D,. No existia ninguna palabra para referirse a
tales conjuntos, asi que me vi obligado a acufar el término fractal, defi-
niéndolo asi:

0 Un fractal es por definicion, un conjunto cuya dimension de Haus-
dorff-Besicovitch es estrictamente mayor que su dimension topoldgica.

1 Los conjuntos con D no entera son fractales. Asi, por ejemplo, el
conjunto de Cantor es un fractal ya que, como se ve en el capitulo 8,
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D=log 2/log 3~0,6309>0, mientras que D,=0.

Y se pueden generalizar y construir conjuntos de Cantor en RE, de ma-
nera que D,=0, mientras que D toma cualquier valor que queramos entre
0y E (ambos inclusive).

[l La curva de Koch original también es un fractal pues, como se ve en
el capitulo 6,

D=log 4/log 3~1,2618> |, mientras que D,=1.

U Sin embargo, algunos fractales pueden tener valores de D enteros.
Por ejemplo, en el capitulo 25 se demuestra que la traza del movimiento
browniano es un fractal, ya que

D=2, mientras que D,=1.

[ El hecho sorprendente de que D no tenga que ser necesariamente un
entero merece ser reflejado en la terminologia. Si uno usa el término frac-
cion en sentido amplio, como sinénimo de nimero real no entero, algunos
de los valores de D anteriormente expuestos son fraccionarios; asi pues, a
menudo se llama dimension fraccionaria a la dimension de Hausdorff-Be-
sicovitch. Ahora bien, D puede tomar valores enteros (menores que £ pero
estrictamente mayores que D,). Diré que D es una dimension fractal. 1

Los fractales en el andlisis armonico

U El estudio de los fractales es en parte el aspecto geométrico del ani-
lisis armoénico, pero no daremos importancia a este hecho en el presente
ensayo. El andlisis arménico (espectral o de Fourier) es algo desconocido
para la mayoria de lectores, y muchos de los que lo utilizan corriente-
mente no estan familiarizados con sus estructuras bdsicas.

Ademas, cada uno de estos enfoques, el fractal y el espectral, tiene su
propio estilo y personalidad, los cuales se aprecian mejor estudidndolos
primero cada uno por su propio interés. En fin, en comparacion con el
andlisis armdnico, el estudio de fractales es mds facil e intuitivo. I

De «conceptos que son nuevos, pero...»

Lebesgue bromeaba acerca de ciertos «conceptos que son nuevos,

clectivamente, pero que una vez definidos no sirven para nada». Eslte co-
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mentario nunca se aplicé a D, pero su uso permanecié confinado en el
campo de la matemdtica pura. Yo fui el primero que usd con éxito la D
para describir la naturaleza, y uno de los principales objetivos de esta
obra es colocar la D en un lugar central de la ciencia empirica, demos-
trando con ello gue tiene una importancia mucho mayor que o que nadie
hubiera imaginado jamas.

En diversas dreas de la fisica esta pretension mia acerca de D fue
aceptada con una prontitud excepcional. De hecho, después de haberse
dado cuenta de la insuficiencia de la dimension estandar, muchos investi-
gadores en estas areas ya habian avanzado a tientas hacia dimensiones
quebradas anomalas o continuas de todo tipo. Sin embargo, no se habia
establecido ninguna conexién entre estos enfoques. Ademds, pocas de
estas definiciones de dimension se habian usado para mds de un come-
tido, ninguna tenia el respaldo de una teoria matemdtica y ninguna habia
evolucionado lo suficiente como para que la falta de dicho respaldo se hi-
ciera notar. Por el contrario, la existencia de una teoria matematica es vi-
tal para los métodos que se presentan aqui.

Un estudio matemdtico de la forma debe ir mds alld de la topologia

Es muy probable que, si preguntamos a un matematico cudl es la rama
de la matematica que estudia la forma, nos conteste que la topologia. Este
campo es importante para nuestros objetivos y nos hemos referido a él en
la seccién anterior; no obstante, en este ensayo se afirma y defiende que el
vago concepto de forma presenta otros aspectos aparte de los topoldgicos.

Para la topologia, que antes se llamaba geometria de la posicion o
andlisis situs (del griege Tomos, que significa posicion o situacion), todas
las ollas de dos asas tienen la misma forma pues, suponiéndolas infinita-
mente flexibles y compresibles, se pueden transformar una en otra sin
discontinuidades y sin tener que abrir ningdn agujero nuevo, ni cerrar
otro que ya existiera. Asimismo, las costas de todas las islas tienen
la misma forma, topoldgicamente idéntica a la del circulo. Se asigna la
misma dimension topoldgica, igual a 1, a las costas y a los circulos. Si se
afiaden las «islas satélites», préximas a una dada, la costa acumulada de
todas ellas es topolégicamente idéntica a «<muchos» circulos. Asi pues, la
topologia no es capaz de distinguir entre distintas costas.

Por contra, en el capitulo 5 se demuestra que distintas costas tienden a
tener dimensiones fractales diversas. Las diferencias en la dimension
fractal reflejan diferencias de forma en un aspecto no topologico, que
propongo llamar forma fractal.
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La mayoria de problemas realmente interesantes combina aspectos
fractales y topoldgicos de una manera cada vez mads sutil.

Obsérvese que, en el caso de la topologia, la definicién de la propia
disciplina y la de D, se fueron refinando en paralelo, mientras que el con-
cepto de D es anterior en mas de medio siglo al presente estudio sobre la
forma fractal.

Y a propoésito, como se ha dado el nombre de Felix Hausdortf a una
cierta clase de espacios topologicos, la denominacion generalmente dada
a D, dimension de Hausdorft, podria sonar a «dimensién de un espacio
de Hausdorff», lo cual podria sugerir que se trata de un concepto topold-
gico, y no es asi en absoluto. He aqui, pues, otra razon para preferir la de-
nominacion dimension fractal.

Dimension efectiva

Ademds de los conceptos matemdticos inherentes a D,y D, en este
ensayo se habla a menudo de la dimension efectiva, un concepto que no
habria que definir con precision. Se trata de un regreso potente e intui-
tivo a la geometria griega arcaica de los pitagdricos. Una de las noveda-
des de este ensayo es que la dimension efectiva puede tomar valores frac-
cionarios.

La dimension efectiva tiene que ver con la relacion entre los conjun-
tos matematicos y los objetos reales. Estrictamente, los objetos fisicos ta-
les como un velo, un hilo o una bolita, tendrian que representarse como
formas tridimensionales. Sin embargo, los fisicos prefieren pensar en
dichos objetos —en el supuesto de que sean lo bastante finos, natural-
mente— como si su dimension fuera «de hecho» 2, 1 o 0, respectiva-
mente. Asi, por ejemplo, en la descripcién de un hilo, las teorias unidi-
mensional y tridimensional deben modificarse con términos correctivos,
y s6lo a posteriori puede decidirse qué modelo geométrico es el mejor, es
decir, el que precisa de menos correcciones. Si hay suerte, dicho modelo
sigue siendo util aun sin las correcciones. En otras palabras, la dimensién
efectiva tiene una base subjetiva. Es una cuestion de aproximacion y, por
lo tanto, de grado de resolucién.

Diversas dimensiones efectivas que se dan en la descripcion
de un ovillo de hilo

Confirmando este presentimiento, un ovillo de 10 cm de didmetro, de
un hilo de | mm de grosor tiene (en potencia) varias dimensiones efectivas.
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Para un observador lejano, el ovillo se reduce a un punto, una figura
de dimension 0. (;De todos modos, Blaise Pascal y los filosofos medieva-
les afirman que, a escala cédsmica, nuestro mundo no es mas que un
punto!) Con una resolucion de 10 cm, el ovillo de hilo es una figura tridi-
mensional. A 10 mm es un lio de hilos unidimensionales. A 0,1 mm cada
hilo se convierte en una columna, y el conjunto recupera el aspecto de fi-
gura tridimensional. A 0,01 mm cada columna se resuelve en fibras y
volvemos a tener una figura unidimensional, y asi sucesivamente. El va-
lor de la dimension efectiva va cambiando. Cuando el ovilio es represen-
tado por un ndmero finito de puntos atémicos, vuelve a tener dimensién
0. Si cambiamos el ovillo por una hoja de papel, nos encontraremos con
una secuencia similar de dimensiones efectivas.

La idea de que un resultado numérico pueda depender de la relacion
entre el objeto y el observador estd muy arraigada en la fisica de este si-
glo, y el caso que hemos considerado es una ilustracion ejemplar de la
misma.

La mayoria de objetos que consideraremos a lo largo de este ensayo
son como nuestro ovillo de hilo: presentan una sucesién de dimensiones
efectivas distintas. Pero se afiade una novedad esencial: ciertas transicto-
nes mal definidas entre sectores de dimension bien definida son reinter-
pretadas como sectores fractales, en los que D> D,.

Homogeneidad espacial, invariancia por cambio
de escala y autosemejanza

Esto es todo por ahora en cuanto a las dimensiones. Preparemos ahora
el tema de la simetria recordando que Euclides empieza con las formas
mas simples, como las rectas, los planos o los espacios. Las situaciones
fisicas mas sencillas se dan también cuando alguna cantidad, como la
presion, la densidad, la temperatura o la velocidad, estin homogénea-
mente distribuidas.

La distribucion homogénea sobre la recta, el plano o el espacio tiene
dos propiedades muy interesantes. Es invariante por traslaciones, y es
invariante por cambios de escala. Al pasar a los fractales, hay que modi-
ficar y/o restringir el alcance de estas invariancias. Por tanto, los mejores
fractales son los que presentan el maximo de invariancia.

Por lo que respecta a las traslaciones, dos sectores cualesquiera de la
traza del movimiento browniano nunca son exactamente superponibles
(como ocurre con dos partes iguales de una recta). Sin embargo, tales
sectores se pueden hacer superponibles en sentido estadistico. Casi to-

36



dos los fractales de este ensayo son, en cierto sentido, invariantes por
traslacion.

Ademds, la mayoria es también invariante segin ciertos cambios de
escala. Diremos que son escalantes. Un fractal que sea invariante por la
transformacién geométrica de semejanza, en el sentido ordinario, se dice
autosemejante.

En la expresion compuesta fractal escalante, el adjetivo snaviza el
significado del sustantivo. Asi, mientras fractal suena a desorden y
abarca casos de una irregularidad inmanejable, el calificativo escalante
da a entender un cierto orden. Si se pretiere, se puede tomar la expre-
sion en orden inverso; con escalante como sustantivo que indica un or-
den estricto y fractal como calificativo que excluye las rectas y los pla-
nos.

No hay que malinterpretar la motivacion que nos impulsa a suponer la
homogeneidad y la invariancia por cambios de escala. Aqui, como en la
geometrfa ordinaria de la naturaleza, nadie cree que el mundo sea estric-
tamente homogéneo ni escalante. La geometria ordinaria estudia las rec-
tas como caso preliminar mds simple. También la mecénica contempla el
movimiento rectilineo y uniforme como un simple primer paso.

Lo mismo ocurre con los fractales escalantes, pero aqui este primer
paso es mds lento, ya que el papel de la linea recta lo juega ahora una
multitud de posibilidades distintas, de las que este libro s6lo puede pre-
sentar una pequefia muestra. No hay que sorprenderse de que los fracta-
les escalantes se limiten a dar una primera aproximacién de las formas
naturales que queremos tratar. Antes bien, lo que resulta sorprendente es
que dichas primeras aproximaciones sean tan notablemente razonables.

Conviene sefalar que la idea de autosemejanza es antigua. En el caso
de la linea recta, se le ocurrid a Leibniz hacia 1700 (véase la entrada
«cambio de escala en Leibniz y Laplace», en el capitulo 41). Y su gene-
ralizacién a casos distintos de rectas y planos tiene mas de cien afios,
aunque su importancia no haya sido apreciada en su justo valor hasta este
ensayo. Tampoco es nueva en otras ciencias distintas de la matematica,
pues Lewis F. Richardson postuld en 1926 que, en una amplia gama de
escalas, la turbulencia se puede descomponer en remolinos autosemejan-
tes. Es mds, Kolmogorov (1941) extrae consecuencias analiticas nota-
bles de esta idea aplicada a la mecdnica. Y en fisica, los aspectos analiti-
cos del cambio de escala estdn relacionados con el concepto de grupo de
renormalizacion (véase el capitulo 36).

Sin embargo, mi ensayo precedente de 1975 fue la primera obra que
abordd los aspectos geométricos del cambio de escala no estindar en la
naturaleza.
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«Simetrias» mds alld del cambio de escala

Tras acabar con las lineas, Euclides aborda formas con otras invarian-
cias mas ricas, comtnmente denominadas «simetrias». Este ensayo rea-
liza también una excursion bastante larga por el terreno de los fractales
no escalantes del capitulo 15 al 20.

Los fractales no escalantes imagen de si mismas estan intimamente
relacionados con algunos de los temas mas refinados y dificiles del anali-
sis matematico clasico «duro». Y, en contra del tépico de que el andlisis
€S un campo muy austero, estos fractales suelen resultar de una belleza
inesperada.

Sindromes de divergencia

Casi todos los casos que consideramos presentan un sindrome de di-
vergencia. Esto es, una cantidad que se espera sea positiva y finita resulta
que se hace infinita, o se anula. A primera vista, este mal comporta-
miento resulta de lo mas extrafio, e incluse aterrador, pero después de un
examen mds minucioso se hace del todo comprensible..., siempre y
cuando se adopten nuevas formas de pensar.

Los casos en que una simetria va acompaiada de una divergencia son
también habituales y omnipresentes en la fisica cudntica, donde los mé-
todos de eliminacién de divergencias ocupan un lugar destacado. Por
suerte, las distintas divergencias fractales son mas faciles de manejar.
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4
Variaciones y renuncias

Una vez esbozados los distintos objetivos de este ensayo, comentaré
el estilo, que también intenta integrar varias facetas distintas.

La oscuridad no es una virtud

Con objeto de ser accesible a investigadores y estudiantes no necesa-
riamente especialistas en los temas tratados, muchos de ellos esotéricos,
esta obra es bastante expositiva.

La explicacion no es sin embarge su principal intencion.

Se ha intentado, ademas, no asustar a quienes, sin estar interesados en
la precision matemadtica, deberfan estarlo en mis principales conclusio-
nes. Aunque el estilo del libro es informal (aunque preciso), sus resulta-
dos tienen un respaldo matematico riguroso (mds sélido que muchas ra-
mas de la fisica). Los detalles se dejan para el capitulo 39, las referencias
y diversos trabajos posteriores.

Como no es de esperar que los trabajos originales llenen este vacio,
este ensayo es hasta cierto punto una obra de divulgacion.

La divulgacion no es sin embargo su principal intencion.

La erudicion es buena para el espiritu

Este ensayo contiene muchas referencias antiguas y oscuras, como se
ha visto ya en el capitulo 2. La mayor parte de ellas no atrajo mi atencién
hasta bastante después de que mi propio trabajo en temas afines estuvo
terminado en sus aspectos esenciales, y no tuvieron influencia sobre mi.
Sin embargo, en los largos afios en que no compartia mis intereses con
nadie, me regocijaba descubrir inquietudes parecidas en viejos trabajos,
por efimera e ineficaz que fuera su presentacion, como prueba su ausen-
cia de desarrollo subsiguiente. Asi, el interés en los «cldsicos», que la
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préactica habitual de la ciencia no suele fomentar, se vio alimentado en mi
caso.

En otras palabras, me alegraba ver cémo las piedras que me hacian
falta —en mi condicién de arquitecto y constructor de la teoria de los
fractales— habfan merecido ya la consideracién de otros. Pero ;por qué
seguir hoy insistiendo en este hecho? Una nota a pie de pagina de vez en
cuando bastaria para seguir la costumbre, mientras que insistir dema-
siado en unas raices y unos origenes lejanos podrfa alimentar la impre-
sion absurda de que mi construccion es solo un montén de viejas piedras
con nombres nuevos.

Asi pues, mi curiosidad de anticuario requiere una explicacién que no
intentaré dar. Baste decir que, en mi opinién, el interés por la historia de
la ciencia es bueno para el alma del cientifico.

No obstante, siempre que leamos los escritos de un gran hombre a la
luz de una gloria que él no alcanzd, podemos ponderar el delicioso pro-
logo de Lebesgue a un libro de Lusin, en el que renunciaba a la paterni-
dad de muchas ideas profundas que dicho libro le atribuia, diciendo que
podria, o quizds deberia, haber tenido dichas ideas, pero no habia sido
asi, y habia que atribuirselas a Lusin. Un caso parecido es Whittaker
(1953), en cuyo libro se manipulan citas de Poincaré y Lorentz para apo-
yar una tesis que ambos habian rechazado claramente: que la teoria de la
relatividad fue obra suya y no de Einstein.

Corremos ademds el riesgo de que, por cada autor que apunte una
idea que €1 no pudo desarrollar y nosotros si, encontremos un segundo
autor que declare la absurdidad de dicha idea. jHemos de atribuir al jo-
ven Poincaré el mérito de las ideas que no pudo desarrollar y fueron des-
cartadas por él mismo en su madurez? Stent (1972) podria ilevarnos a la
conclusién de que la precocidad, el estar muy avanzado a la propia
época, s6lo merece un olvido compasivo.

Si bien el exceso de erudicién es contraproducente en lo que respecta
a la historia del pensamiento, quiero reivindicar los ecos del pasado, po-
niéndolos de relieve en las notas biogrdficas e historicas de los capitulos
40 y 41.

Sin embargo, mostrar mi erudicion no es ciertamente la intencion
principal de este ensayo.

«Ver es creer»

En una carta a Dedekind, practicamente al principio de la crisis mate-
matica entre 1875 y 1925, Cantor se muestra abrumado por lo asombroso
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de sus propios descubrimientos, y pasa del aleman al francés para excla-
mar: «L.o veo pero no lo creo» («Je le vois, mais je ne le crois pas»). Y,
como siguiendo esta indicacidn, la matemadtica procura evitar que las
imagenes de los monstruos la confundan. jQué contraste entre la exube-
rancia rococo de las geometrias pre o contrarrevolucionarias, y la aridez
casi total de las obras de Weierstrass, Cantor o Peano! En fisica existia la
amenaza de una evolucién parecida desde principios del siglo Xix,
cuando la Mecdnica celeste de Laplace evita las ilustraciones. Muestra
de ello es también la afirmacion de P.A.M. Dirac (en el prélogo de su
Mecdnica cudntica, de 1930) de que las «leyes fundamentales [de la na-
turaleza] no rigen el mundo directamente tal como éste aparece en nues-
tra imagen mental, sino que actdan sobre un sustrato del que no podemos
formarnos ninguna imagen mental sin cometer desatinos».

La aceptacion general y sin el menor sentido critico de esta opinién
ha tenido consecuencias destructivas. En la teoria de fractales, en con-
creto, «ver es creer». Por tanto, antes de seguir adelante, aconsejo al lec-
tor que hojee otra vez mi libro de imégenes. Este ensayo fue proyectado
para que su contenido fuera accesible en grado diverso a un publico am-
plio, y para intentar servirse, convenciendo incluso al mas puro de los
matematicos, de los buenos graficos para mejorar la comprension de con-
ceptos tanto conocidos como nuevos, asi como en la investigaciéon de
conjeturas. Una confianza asi en la utilidad de los grificos no es fre-
cuente en la literatura cientifica contemporanea.

Sin embargo, la intencion principal de este ensayo no es mostrar be-
llas imdgenes; son un itil esencial pero sélo eso.

Hay que reconocer también que cualquier intento de ilustrar la geo-
metria encierra una falacia fundamental. Por ejemplo, una linea recta es
ilimitada, infinitamente fina e infinitamente lisa, mientras que cualquier
ilustracion tiene inevitablemente una longitud finita, un cierto grosor y
rugosidades. Sin embargo, muchos piensan que un dibujo que grosera-
mente evoque una recta les es {til, y a otros les es necesario para estimu-
lar la intuicion y les sirve de ayuda para buscar demostraciones. Un di-
bujo tosco es un modelo mejor de un hilo que la propia recta matematica.
Es decir, a efectos pricticos es suficiente que un concepto geométrico y
su imagen coincidan en una serie de escalas caracteristicas, que van de
un tamafio grande pero finito, que llamaremos corte superior, a un pe-
quefio corte inferior no nulo.

Hoy en dia, gracias al dibujo asistido por ordenador, es posible y
practico emplear ilustraciones evocativas de esta clase en el caso de los
fractales. Por ejemplo, todas las curvas fractales autosemejantes son tam-
bién ilimitadas e infinitamente finas. Ademads, cada una de ellas tiene un
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grado de rugosidad especifico, lo que la hace mas compleja que cualquier
figura euclidea. Por consiguiente, la mejor de las representaciones solo
puede ser valida en una gama limitada de escalas. Sin embargo, limitarse
_alas escalas entre los cortes superior e inferior no sélo es completamente
aceptable sino muy adecuado, puesto que ambos cortes se dan en la natu-
raleza, o por lo menos asi podemos sospecharlo. Asi pues, las curvas
fractales tipicas pueden ser evocadas satisfactoriamente mediante poligo-
nales de un nimero grande, pero finito, de lados.

Cuanto mayor es el nimero de lados y la precisién del proceso, mas
itil resulta la representacion, pues los conceptos fractales se refieren a la
posicion mutua de dichos lados en el espacio, y para ilustrarla es vital
mantenerlos en la escala conveniente. El dibujo a mano supondria un tra-
bajo excesivo, pero los graficos por ordenador cumplen perfectamente
este cometido. La disponibilidad de sistemas cada vez mis sofisticados
—iy de programadores-artistas cada vez mas sofisticados que los hagan
funcionar!-— ha tenido una gran influencia sobre mis sucesivos ensayos.
Me considero muy afortunado también por tener acceso a una maquina
que produce ilustraciones ya listas para la imprenta. Y en este ensayo se
presenta una muestra de su rendimiento.

Las graficas son un util estupendo para contrastar los modelos con la
realidad. Cuando un mecanismo aleatorio concuerda con los datos desde
un cierto punto de vista analitico, pero las simulaciones del modelo no
tienen en absoluto una apariencia de «realidad», hay que dudar de la con-
cordancia analitica. Una férmula dada sdlo puede reflejar un aspecto de
la relacion entre el modelo y la realidad, en tanto que el ojo tiene una
enorme capacidad de integracion y discriminacidn. Es cierto que, a ve-
ces, el ojo aprecia faisas relaciones que un andlisis estadistico posterior
invalida, pero este problema se da sobre todo en dreas de la ciencia en las
que las muestras son pequefias. En las dreas que estudiaremos aqui, las
muestras son enormes.

Ademads, las graficas ayudan a encontrar nuevas aplicaciones para
modelos ya existentes. Experimenté por primera vez esta posibilidad con
la ilustracion del camino aleatorio de Feller (1950); la curva se parecia al
perfil o corte vertical de una montafia, y sus puntos de interseccidn con el
eje de tiempos me recordaban ciertos registros que estaba investigando
por aquel entonces, en relacion con los errores telefénicos. Los presenti-
mientos subsiguientes me llevaron a las teorias que presento en los capi-
tulos 28 y 31, respectivamente. Mis propias ilustraciones asistidas por or-
denador dieron lugar a inspiraciones similares, tanto en mi como en otros
que amablemente «exploraron» por mi en ciencias cuya existencia ni
sospechaba.
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La cinematografia es, desde luego, una prolongacién del arte grifico,
y Max (1971) ha realizado algunas peliculas sobre unos cuantos fractales
clésicos.

La forma estandar y la nueva forma fractal
del «arte» geométrico

La sobrecubierta de este libro y otras figuras que se han ido difun-
diendo sdélo son el fruto involuntario de programas defectuosos. Me he
enterado de que dichas ilustraciones, tanto las deseadas como las fortui-
tas, eran presentadas como una «nueva forma de arte».

Estd claro que competir con los artistas no es, ni mucho menos, la in-
tencién de este ensayo. Sin embargo, hay que pronunciarse sobre el
asunto. No se trata tanto de que las ilustraciones estén bien presentadas,
ni tampoco de que los originales se hayan dibujado con un ordenador,
sino de que estamos ante una nueva forma del viejo y controvertido tema
de que cualquier representacién grafica de un concepto matematico es
una forma de arte, tanto mejor cuanto mds simple. Una forma de «arte
minimalista» (usando una expresion propia de la pintura).

En general se piensa que el minimalismo se reduce a unas cuantas
combinaciones de formas estandar: rectas, circulos, espirales y otras por
el estilo. Pero no hace falta que sea asi. Las fractales que se emplean en
los modelos cientificos son también muy simples (pues la ciencia fo-
menta la sencillez), y opino que muchas de ellas merecen ser considera-
das una nueva forma de arte geométrico minimalista.

Hay algo que nos sugiera la obra de M. C. Escher? Deberia ser asi,
pues Escher se inspird en los embaldosados hiperbélicos de Fricke y
Klein (1897), los cuales (véase el capitulo 18) estdn intimamente relacio-
nados con formas que han entrado a formar parte del reino fractal.

El «nuevo arte geométrico» fractal presenta una sorprendente afini-
dad con las pinturas de los grandes maestros y con la arquitectura. Una
razon evidente es que, al igual que los fractales, las artes visuales cldsicas
ponen en juego muchas escalas de longitud distintas y tienen preferencia
por la autosemejanza (Mandelbrot, 1981). Por todo ello, y también por
haber resultado de un esfuerzo por imitar la naturaleza con objeto de des-
cubrir sus leyes, podria muy bien ser que el arte fractal fuera facilmente
aceptado, por no ser del todo nuevo. En este aspecto, la situacion de la
pintura abstracta no es uniforme: los cuadros abstractos que me gustan
no suelen distar mucho del arte geométrico fractal, pero muchos otros se
aproximan mas al arte geométrico estdndar (demasiado para mi gusto).
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Se plantea entonces una paradoja: pudiera parecer que, como sefiala Dy-
son en la cita del capitulo 1, la matemdtica, la misica, la pintura y la arqui-
tectura modernas guardan una cierta relaciéon. Es una impresién completa-
mente superficial. Esto queda muy claro especialmente en arquitectura: un
edificio de Mies van der Rohe es una vuelta atrds a Euclides, en tanto que
un edificio estilo Art Nouveau tardio es rico en aspectos fractales.

Aspectos logisticos

Con la finalidad de introducir gradualmente las ideas bdasicas, la com-
plejidad de los temas abordados en los sucesivos capitulos es creciente.
El hecho de que este enfoque parezca posible es una gran ventaja de la
teorfa de los fractales. La cantidad de material repetido que se incorpora
es tal que parece poco probable que el lector vaya a perder el hilo del ar-
gumento aun cuando se salte fragmentos que le parezcan repetitivos, o
demasiado complicados (en especial aquellos que van mas alld de la ma-
temdtica mas elemental). Los pies de las laminas contienen buena parte
de la informacion.

Como ya se ha dicho, las laminas se han concentrado al final de los ca-
pitulos en los que han sido consideradas por primera vez. Ademds, este au-
tor siente de vez en cuando la necesidad de entablar conversaciones priva-
das, por asi decirlo, con grupos concretos de lectores que pudieran sentirse
demasiado molestos si ciertos puntos no fueran citados o recibieran una
explicacion insuficiente. Las digresiones se han dejado en el texto, aunque
enmarcadas en los recién inventados paréntesis [ y I, que deben facilitar el
pasarias de largo a quien asi lo desee. Otras digresiones se dedican a obser-
vaciones secundarias en las que no tengo tiempo de profundizar. Sin em-
bargo, este ensayo tiene menos digresiones que su antecesor de 1977.

Se ha intentado que a primera vista esté claro si se estd tratando con
dimensiones D tedricas o empiricas. En su mayoria, de éstas s6lo se pue-
den precisar uno o dos decimales, y asi se escriben como 1,2 o 1,37. Las
primeras, por el contrario, se expresan como enteros, fracciones enteras,
cocientes de logaritmos de enteros o, cuando se dan en forma decimal,
con un minimo de cuatro cifras decimales.

Volviendo al tema fundamental

Después de haber renunciado a varios objetivos que son colaterales a
este ensayo, permitaseme parafrasear el capitulo 1. Este libro es un mani-
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fiesto y un sumario, casi exclusivamente dedicado a teorias y tesis que he
introducido yo y que a menudo han traido consigo el resurgimiento y la
reinterpretacion de trabajos antiguos.

Ninguna de estas teorfas ha dejado de crecer, y algunas estdn atn en
fase de germinacion. Algunas ven la luz aqui por primera vez, en tanto
que otras fueron descritas en mis articulos anteriores. Cito ademads mu-
chos avances que fueron inspirados por mis ensayos anteriores y que, a
su vez, me han estimulado a mi. No obstante, por temor a echar a perder
el estilo del ensayo y el sabor a manifiesto, no intento dar una lista de to-
dos aquellos campos en los que los fractales han probado su utilidad.

Ultima advertencia: no me propongo desarrollar ninguno de los casos
a tratar con todo el detalle que desearfan los especialistas. Pero muchos
de los temas son tratados de manera repetitiva; es muy conveniente usar
el indice.
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II
Tres fractales cldsicos domesticados






5
(Cuanto mide la costa de Bretana?

Para empezar con un primer tipo de fractales, a saber, las curvas de
dimension fractal mayor que 1, considérese un tramo de costa. Es evi-
dente que, por lo menos, mide tanto como la distancia en linea recta entre
sus extremos. Ahora bien, una costa tipica es irregular y sinuosa, y sin
duda es mucho més larga que dicha recta.

Hay varias maneras de evaluar su longitud con mayor precision, y en
este capitulo se analizan algunas de ellas. El resultado es de 1o mds cu-
rioso: la longitud de una costa es un concepto esquivo, que se nos escapa
entre los dedos cuando pretendemos asirlo. Todos los métodos de medida
Hevan a la conclusién de que la longitud de una costa tipica es muy
grande, tan indeterminada que es mejor considerarla infinita. En conse-
cuencia, si se quiere comparar la «extension» de distintas costas, la lon-
gitud es un concepto inadecuado.

En este capitulo se busca una alternativa mejor y, al hacerlo, resulta
imposible no introducir diversos conceptos fractales de dimension, me-
dida y curva.

Multiplicidad de los métodos de medida alternativos

METODO A: Se toma un compés de puntas con una abertura €, que lla-
maremos longitud patrdn, y se traslada a lo largo de la costa, empezando
cada paso donde termina el anterior. El nimero de pasos multiplicado
por € es una longitud aproximada L(¢). Hemos aprendido que, si se repite
la operacién disminuyendo la abertura del compds, L(€) tiende rapida-
mente a un valor bien definido llamado longitud verdadera. Pero no es
eso lo que ocurre en realidad. En los casos tipicos, el valor L(g) obser-
vado crece indefinidamente.

La causa de esto es obvia: Si una bahia o una peninsula observable en
un mapa a escala 1/100.000 se contempla en un mapa a escala 1/10.000,
se hacen visibles las subbahias y las subpeninsulas. En un mapa a escala

49



171000 aparecerdn sub-subbahias y sub-subpeninsulas, y asi sucesiva-
mente. Todos estos accidentes contribuyen a aumentar la longitud me-
dida.

Nuestro procedimiento parte del hecho de que una costa es dema-
siado irregular para ser medida directamente, leyendo en un catdlogo de
longitudes de curvas geométricas sencillas. Por tanto, el método A susti-
tuye la costa por una linea quebrada de segmentos rectilineos, una curva
que sabemos manejar.

METODO B: Esta «suavizacién» puede conseguirse también por otros
métodos. Imaginemos un hombre andando a lo largo de la costa por el
camino mds corto sin alejarse del agua mas de una distancia prescrita €.
Imaginemos que repite este paseo varias veces, reduciendo cada vez esta
distancia patron, hasta que € se reduce a, pongamos por caso, 50 cm. El
hombre es demasiado grande y torpe para afinar mas. Se podria argiiir
que una precision mayor (@) no tiene interés directo a escala humana y
(b) varia tanto con la estacion y las mareas que carece de significado.
Trataremos mds adelante del argumento (), pero mientras podemos neu-
tralizar el argumento (b) restringiéndonos a la observacion de una costa
rocosa, durante la bajamar y sin oleaje. En principio el hombre puede se-
guir esa curva con la maxima precisién amaestrando primero un ratén,
luego una hormiga, etc.. Y nos volvemos a encontrar con que, a medida
que nuestro paseante se ajusta mas y mas a la costa, la distancia a cubrir
aumenta sin limite.

MEtopo ¢: El método B introduce una asimetria entre agua y tierra.
Para evitarla, Cantor sugiere contemplar la costa con una cdmara desen-
focada que convierta cada punto en una mancha circular de radio €. Di-
cho de otro modo, Cantor considera todos los puntos de tierra y agua que
distan de la costa menos de €. Estos puntos forman una especie de salchi-
cha o cinta de anchura 2¢, como Ia que se muestra en la Idmina 32 en un
contexto distinto. Midamos el drea de esta cinta y dividdmosla por 2¢. Si
la costa fuera recta, la cinta seria rectangular y el cociente nos daria su
longitud. En el caso de una costa real obtenemos una estimacién de la
longitud L(g) que aumenta indefinidamente al disminuir €.

METoDO D: Imaginese un mapa dibujado al estilo puntillista, mediante
manchitas circulares de radio €. En vez de usar circulos con centro en la
costa como en el método C, pondremos como condicion que el nimero
de manchitas que recubren la costa sea el menor posible. Tendremos que
cerca de los cabos la mayor parte de cada manchita estara sobre la tierra,
mientras que en los golfos estard en el mar.

El drea de dicho mapa dividida por 2¢€ nos da una estimacién de la
longitud que, como las anteriores, también «se comporta mal».
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Arbitrariedad de los resultados de la medida

Resumiendo lo dicho en la seccidén anterior, bdsicamente encontra-
mos siempre el mismo resultado. A medida que € se va haciendo més y
mds pequefio, las longitudes aproximadas crecen continua e indefinida-
mente.

Con objeto de captar el significado de este resultado, realicemos las
mismas medidas para una curva euclidea corriente. Para un segmento de
recta, las medidas aproximadas dan practicamente el mismo resultado, y
este define su longitud. Para un circulo, las medidas aproximadas crecen
al disminuir €, pero convergen riapidamente hacia cierto limite. Las cur-
vas que admiten una longitud asi definida se dicen rectificables.

Y al considerar los resultados de medir una costa domesticada por el
hombre, como puede ser la costa actual de Chelsea, nos encontramos con
un contraste mds interesante aun. Como la mano del hombre no ha alte-
rado los rasgos a gran escala, las medidas obtenidas con un patrén muy
grande crecen de nuevo al disminuir €.

Sin embargo, hay una gama intermedia de valores de €, entre los 20
metros y los 20 centimetros (sin fijar demasiado estrictamente estos [{mi-
tes) en que L(g€) varia poco. Cuando € disminuye por debajo de los 20
centimetros, las medidas se ven afectadas por la irregularidad de las pie-
dras y L(g) vuelve a aumentar. Asi pues, no cabe duda de que, si traza-
mos la grafica de L(€) en funcién de €, encontraremos una porcién practi-
camente plana entre £ =20 metros y £=20 centimetros, que no se obser-
vaba antes de que la costa fuera domesticada.

Es obvio que las medidas tomadas en esta zona son de gran importan-
cia practica. Como la separacion entre las diversas disciplinas cientificas
depende generalmente de la divisién convencional del trabajo entre los
cientificos, se podria restringir la geografia a los accidentes fuera del al-
cance de la mano del hombre (escalas superiores a los 20 metros, por
ejemplo). Esta restriccion darfa un valor bien definido de la longitud geo-
grafica. El guardacostas podria decidir tomar el mismo € para costas no
domesticadas, con lo que las enciclopedias y almanaques podrian adop-
tar la L(g) correspondiente.

Resulta dificil imaginar, sin embargo, que todas las agencias de un
mismo gobierno adopten el mismo &, y es del todo inconcebible que lo
adopten todos los paises. Por ejemplo, las longitudes de las fronteras co-
munes entre Espafia y Portugal, o entre Bélgica y Holanda, segtin datos
de las enciclopedias de estos paises vecinos, difieren en un 20 % (Ri-
chardson, 1961). Dicha discrepancia tiene que deberse en buena parte a
la eleccién de distintos valores de €. Un descubrimiento empirico que
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discutiremos pronto demuestra que basta que los € difieran en un factor
de 2, y no debe sorprendernos que un pais pequeiio (Portugal) mida sus
fronteras con mas precisiéon que su gran vecino.

La segunda razon, y la mas importante, que nos decide contra la elec-
cién de un € arbitrario es de tipo filosofico y cientifico. La naturaleza
tiene una existencia independiente del hombre, y quienquiera que dé de-
masiado peso a unos € y L(¢) determinados estara supeditando el estudio
de la naturaleza al dominio del hombre, sea a través de la magnitud de su
patrén tipico o de su altamente variable capacidad tecnolégica. Si alguna
vez la investigacién cientifica se interesa por las costas, la incertidumbre
de sus longitudes no se puede eliminar por decreto. Sea como sea, el con-
cepto de longitud geografica no es tan inofensivo como pueda parecer a
primera vista. No es completamente «objetivo». El observador interviene
inevitablemente en su definicién.

¢ Es esta arbitrariedad algo generalmente admitido?
Importa para algo?

No cabe duda de que la idea de que las longitudes de las costas no son
rectificables es algo aceptado por mucha gente, y yo mismo no recuerdo
haber pensado nunca lo contrario. Pero mi busqueda de enunciados escri-
tos de este efecto practicamente ha sido un fracaso. Ademads de la cita de
Perrin del capitulo II, tenemos la observacion de Steinhaus (1954) de que
«la ribera izquierda del Vistula, medida con precisidn creciente, daria re-
sultados diez, cien y hasta mil veces mayores que la longitud que figura
en los mapas... [Una] atirmacién muy préxima a la realidad seria decir
que la mayoria de arcos que se encuentran en la naturaleza no son rectifi-
cables. Este enunciado va contra la creencia corriente de que los arcos no
rectificables son un invento de los matematicos y que los arcos naturales
son rectificables; lo cierto, sin embargo, es lo contrario». Pero ni Perrin
ni Steinhaus profundizaron en esta idea.

Aqui encaja una historia que me cont6 C. Fadiman. Su amigo Edward
Kasner pidi6¢ a unos jovenzuelos «que adivinaran la longitud de la costa
este de los Estados Unidos. Después de dejarles un tiempo “prudencial” ...
les hizo notar que el resultado aumentaria una barbaridad si se tenia en
cuenta el perimetro de cada cala y cada golfo, el de cada proyeccion y
curva de cada uno de é€stos, la distancia entre cada dos particulas de ma-
teria de la costa, cada molécula, dtomo, etc... Evidentemente la longitud
de la costa es tan grande como uno quiera. Los nifios lo entendieron a la
primera; pero Kasner tuvo mds problemas con la gente mayor». Aunque
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es una bella historia, es irrelevante aqui: Kasner no pretendia destacar un
aspecto de la naturaleza que mereciera ser estudiado con mdés deteni-
miento.

Por lo tanto, Mandelbrot (1967) y este ensayo son, en efecto, los pri-
meros trabajos sobre el tema.

Uno piensa en un pasaje de William James en The Will to Believe,
donde dice: «El vasto campo para los nuevos descubrimientos ... es siem-
pre el residuo sin clasificar. Alrededor de los hechos acreditados y orde-
nados de cada ciencia siempre flota algo como una nube de polvo de ob-
servaciones excepcionales, sucesos mintsculos, irregulares e infrecuen-
tes, que siempre resulta mas facil ignorar que tener en cuenta. El ideal de
todas las ciencias es el de un sistema de verdad completo y cerrado... Los
fendmenos inclasificables en el sistema son absurdos, paradéjicos, y hay
que declararlos falsos... se los niega u olvida con plena conciencia cienti-
fica... Para renovar una ciencia hay que interesarse por los fenémenos
irregulares. Y una vez se ha renovado la ciencia, sus nuevas féormulas a
menudo expresan mds la excepcién que lo que se suponia que era la
regla». .

Este ‘ensayo, que pretende efectivamente renovar la geometria de la
naturaleza, se basa en muchos rompecabezas tan inclasificables que s6lo
se publican cuando los censores se duermen. En la siguiente seccién co-
mentamos un primer ejemplo.

El efecto Richardson

Richardson (1961) estudié empiricamente la variacion de la longitud
aproximada L(¢) obtenida por el método A. El azar (o el destino) hizo
que esta referencia cayera en mis manos. Le presté atencién porque (ca-
pitulo 40) sabia que Lewis Fry Richardson era un gran cientifico, muy
original y a la vez excéntrico. Como veremos en el capitulo 10, le debe-
mos algunas de las ideas mds profundas y permanentes acerca de la natu-
raleza de la turbulencia, sobre todo la idea de que la turbulencia trae apa-
rejada una cascada autosemejante. Se ocupd también de otros problemas
dificiles, como la naturaleza de los contlictos armados entre estados. Sus
experimentos fueron de una simplicidad clasica, pero no dudaba en usar
conceptos refinados cuando los creia necesarios.

Los graficos reproducidos en la ldmina 59, hallados entre sus papeles
después de su muerte, fueron publicados en un Anuario practicamente
confidencial (y totalmente inadecuado para el tema). Todos ellos llevan a
la conclusién de que hay dos constantes, que llamaremos F' y D, tales
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que, para aproximar una costa con una linea quebrada hacen falta unos
FeP segmentos de longitud €, con lo que su longitud total es

L(g)~Fe'-P.

Parece ser que el exponente D depende de la costa considerada, y que
distintas partes de la misma costa, consideradas por separado, dan valo-
res distintos de D. Para Richardson, la D en cuestién no era mas que un
simple exponente, sin mayor trascendencia. Parece, sin embargo, que su
valor es independiente del método elegido para estimar la longitud de la
costa. Asi pues, parece justificado dedicarle mayor atencion.

Dimensién fractal de una costa (Mandelbrot, 1967s)

Después de desenterrado el trabajo de Richardson, propuse (Mandel-
brot 1967s) que, a pesar de que el exponente D no fuera un entero, podia
y debia interpretarse como una dimension, en el sentido de dimensién
fractal. En efecto, me di cuenta de que los métodos citados para medir
L(¢e) se correspondian con generalizaciones no estindar de la definicion
de dimensidén, que ya se usaban en matematica pura. La definicién de
longitud basada en recubrir la costa con el menor nimero posible
de manchas de radio € es usada en Pontrjagin y Schnirelman (1932) para de-
finir la dimensién de recubrimiento. La definicién de longitud basada en
recubrir la costa con una cinta de anchura 2¢ lleva a la practica una idea
de Cantor y Minkowski (LLdmina 58), y la dimensién correspondiente se
debe a Bouligand. Sin embargo, estos dos ejemplos solo dan una idea de
las muchas dimensiones que se dan en diversos capitulos especializados
de la matemdtica (la mayoria de ellas sélo son conocidas por unos pocos
especialistas). En el capftulo 39 volveremos sobre algunas de ellas.

(Por qué emplean los matematicos esta plétora de definiciones distin-
tas? Porque en determinados casos toman valores distintos. Por suerte,
sin embargo, esos casos no se dan en este ensayo, y la lista de posibles
dimensiones alternativas se puede reducir a dos que no he citado aun. La
mas antigua y mejor conocida se debe a Hausdorff y sirve para definir la
dimensién fractal; volveremos sobre ella en un momento. La mas simple
es la dimensién de semejanza que, si bien es menos general, en muchos
casos es mas que suficiente, y la estudiaremos en el capitulo siguiente.

Quede claro que no me propongo dar una demostracién matematica
de que la D de Richardson es una dimensién. En ninguna ciencia natural
es concebible una demostracién de esta clase. El proposito sélo es con-
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vencer al lector de que la idea de longitud plantea un problema concep-
tual y de que la D proporciona una respuesta conveniente y razonable.
Ahora que ya hemos introducido la dimension fractal en el estudio de las
costas, aunque habrd que afrontar todavia problemas concretos, pienso
que ya no podemos volver al estadio en el que aceptdbamos ingenua-
mente sin mds que D= 1. Quien siga pensando que D=1 tendrd que dar
sus razones.

El paso siguiente en la explicacion de la forma de las costas y en la
deduccion del valor de D a partir de consideraciones mds bdsicas se
aplaza hasta el capitulo 28. Baste aqui decir que en primera aproxima-
cion D =3/2. Aunque este valor es con mucho demasiado grande para
describir la realidad, nos bastara para establecer que es natural, apro-
piado y esperable que la dimension de una costa exceda el valor euclideo
estandar D=1.

La dimension fractal de Hausdorff

S1 aceptamos que la longitud de varias costas naturales es realmente
infinita y que la longitud basada en un valor antropocéntrico de € sélo da
una idea parcial de la realidad, ;{como podemos comparar entre si distin-
tas costas? Dado que infinito es igual a cuatro veces infinito, cada costa
es cuatro veces mds larga que cada uno de sus cuartos, pero esta conclu-
sion no nos sirve de gran cosa. Necesitamos una manera mejor de expre-
sar la idea logica de que la curva entera debe «medir» cuatro veces mas
que cada uno de sus cuartos.

Felix Hausdorff dio una solucién de lo mas ingenioso para resolver
este problema. Se inspira en e} hecho de que el perimetro de un poligono
se calcula sumando sin mds las longitudes de sus lados, sin transformar-
las de ninguna manera. Se podria decir (el porqué se vera enseguida) que
estas longitudes estdn elevadas a la potencia D=1, que es la dimension
euclidea de la recta. Andlogamente, el drea encerrada en el interior de un
poligono se calcula embaldosandolo con cuadrados y sumando los lados
de los cuadrados elevados a la potencia D=2, la dimensién euclidea del
plano. Ademds, si se usa la potencia «equivocada» el resultado no nos da
ninguna informacién concreta: el drea del contorno de un poligono es
cero y la longitud de su interior es infinita.

Procedamos de un modo andlogo con las aproximaciones poligonales
a una costa dada, formadas por pequefios segmentos de longitud €. Si ele-
vamos sus longitudes a la potencia D, obtenemos una cantidad que podri-
amos llamar «medida aproximada de dimensién D». Como, segtin Ri-
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chardson, el nimero de lados es N=Fe™P, tenemos que dicha medida
aproximada toma el valor FEPeP=F.

Asi pues, la medida aproximada de dimension D es independiente de
€. Con datos reales, encontrariamos simplemente que esta medida apro-
ximada varia poco con €.

Ademas, el hecho de que la longitud del interior de un cuadrado sea
infinita tiene una generalizacion simple: la medida aproximada de una
costa evaluada en una dimensiéon d menor que D tiende a oo cuando
€ — 0. De manera analoga, asi como el drea y el volumen de una linea
recta son nulos, cuando d toma un valor mayor que D, la medida aproxi-
mada correspondiente tiende a O cuando € — 0. La medida aproximada
s6lo se comporta bien cuando d=D.

La dimension fractal de una curva puede ser mayor que 1.
Curvas fractales

Por construccién, la dimensién de Hausdorff conserva el papel de la
dimension ordinaria como exponente en la definicién de una medida.

Pero en otros aspectos D es verdaderamente muy rara: jes una frac-
cion! Y en particular es mayor que 1, que es la dimension intuitiva de las
curvas y que, como se puede demostrar rigurosamente, es su dimension
topoldgica Dy.

Propongo que las curvas cuya dimension fractal sea mayor que su di-
mensién topoldgica 1 se llamen curvas fractales. Y este capitulo se
puede resumir diciendo que, en las escalas que interesan al gedgrafo, las
costas se pueden representar por curvas fractales. Las costas son figuras
fractales.



Fic 57. El drbol de los monos

Aqui, esta ldmina pequefa y accesoria no es mas que un dibujo decorativo,

que sirve para lenar un hueco.

Sin embargo, cuando el lector acabe el capitulo 14, este dibujo le propor-
cionard una pista para descifrar la «arquitectura» de la ldmina 208. Una pista

mds discreta la tiene en el siguiente generador.

D =1,8687
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FiG 58.  Un e¢jemplo de salchicha de Minkowski

Cuando un matemético quiere «domesticar» una curva desmadradamente
irregular, un procedimiento normal consiste en elegir un radio € y dibujar un
disco de este radio alrededor de cada punto. Este procedimiento, que data por
lo menos de la época de Hermann Minkowski y quizé de la de Georg Cantor,
es burdo pero muy eficiente. (Parece ser que el término salchicha, segiin un ru-
mor incomprobable, es una reminiscencia de una aplicacién de este procedi-
miento a las curvas brownianas por Norbert Wiener.)

En esta ilustracion, dicho método de suavizacion no se aplica a una costa
real sino a una curva tedrica que construiremos mas adelante (Lamina 76) me-
diante Ja adicién continuada de detalles cada vez mds pequefios. Comparando
el pedazo de salchicha de la derecha con el extremo derecho de la salchicha de
encima, se observa que la construccién de la curva pasa por un estadio critico
cuando aparecen los detalles de tamafio menor que €. Los estadios posteriores
de la construccion dejan la salchicha practicamente inalterada.
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FiG. 59. Los datos experimentales de Richardson referentes a la tasa
de aumento de la longitud de las costas

Esta figura reproduce las medidas experimentales de la longitud de varias
curvas, usando poligonos equildteros de lado € cada vez mas corto. Como era
de esperar, las medidas cada vez mds precisas realizadas sobre un circulo se
estabilizan muy rdpidamente cerca de un valor bien determinado.

En el caso de las costas, por el contrario, las longitudes aproximadas no se
estabilizan en absoluto. A medida que la longitud patrén € tiende a cero, las
longitudes aproximadas, representadas en papel bilogaritmico, se ordenan se-
glin una recta de pendiente negativa. Y lo mismo ocurre con las fronteras entre
paises. El registro de Richardson en los archivos pone de manifiesto diferen-
cias notables en las longitudes de las fronteras comunes entre Espafia y Portu-
gal (987 frente a 1.214 Km), y entre Holanda y Bélgica (380 frente a 449 Km).
Con una pendiente de —0,25, la diferencia del 20 % entre estos datos se puede
explicar suponiendo que los € respectivos difieren en un factor 2, cosa que no
es inverosimil.

Richardson no dio ninguna interpretacién tedrica a las pendientes de sus
lineas. En este ensayo, por el contrario, se interpreta que las costas son curvas

aproximadamente fractales, y la pendiente de cada linea da una estimacién de
1-D, siendo D la dimensién fractal.
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6
Los copos de nieve y otras curvas de Koch

Para entender completamente mi interpretacion de la D de Richardson como
dimension fractal, pasaremos de los fenémenos naturales, que no podemos
controlar, a las construcciones geométricas, que podemos modificar a placer.

Autosemejanza y cascadas

Hasta aqui hemos insistido en que la geometria de una costa es com-
plicada, pero su estructura presenta también un alto grado de orden.

Aunque los mapas dibujados a distintas escalas difieran en sus deta-
lles concretos, comparten las mismas caracteristicas genéricas. Es bas-
tante cierto que, aparte de la escala, los pequefios y grandes detalles de
las costas son geométricamente idénticos.

Podria pensarse que esas formas han sido creadas por una especie de
fuego de artificio, en que cada estadio creara detalles mds finos que los
de los estadios anteriores. Pero el trabajo ya citado de Lewis Richardson
sobre la turbulencia sugiere un término més apropiado para este meca-
nismo generador: el de cascada.

Cuando cada trozo de una cierta figura es geométricamente semejante
al todo, se dice que tanto la figura como la cascada que la produce son
autosemejantes. En este capitulo investigamos la autosemejanza me-
diante figuras muy regulares.

Los contrastes mas extremos respecto a las figuras autosemejantes los
proporcionan las curvas que o bien (a) tienen una sola escala, como el cir-
culo, o bien (b) tienen dos escalas claramente distintas, como un circulo «fes-
toneado». De estas formas puede decirse que son escalonadas.

Los terdgonos en forma de costa y la curva triddica de Koch K

Para asegurarse de que una curva presentard una infinidad de escalas,
lo mejor es introducirlas deliberadamente y por separado. Un tridngulo
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equildtero de lado 1 tiene una sola escala, los de lado 1/3 tienen una es-
cala menor, y los de lado (1/3)%, una escala cada vez menor. Amonto-
nando estos tridngulos uno encima de otro, como en ia ldmina 70, se ob-
tiene una forma que combina todas las escalas inferiores a 1.

En efecto, suponemos que un pedazo de costa dibujado a escala
1:1.000.000 es un segmento de recta de longitud 1, que llamaremos ini-
ciador. A continuacién suponemos que el detalle que se hace visible en
un mapa a escala 3:1.000.000 consiste en sustituir el tercio central del
segmento por un promontorio triangular. Lo que resulta como aproxima-
cioén es una linea quebrada formada por cuatro segmentos iguales, que
llamaremos generador. Suponemos luego que el nuevo detalle que apa-
rece a escala 9:1.000.000 resulta de sustituir cada uno de los cuatro seg-
mentos del generador por generadores de tamaiio reducido en un tercio,
formando subpromontorios.

De este modo, rompemos cada segmento, sustituyendo el iniciador
por una curva cada vez mas quebrada. Como estas curvas seran omnipre-
sentes en este ensayo, permitaseme acuifiar para designarlas el término te-
rdgono, del griego Tepas, que significa «monstruo, criatura extrafia», y
yovi, que significa «esquina, dngulo». Con gran acierto, el sistema mé-
trico usa el prefijo rera para indicar el factor 10'2.

Si este mismo proceso en cascada se continia indefinidamente, nues-
tros terdgonos convergerdn a un limite que fue considerado por primera
vez por von Koch (1904), lamina 73, al que llamaremos curva triddica de
Koch y denotaremos por K.

El 4rea de esta curva es nula, como se deduce de la lamina 71. Pero,
por otra parte, cada paso de la construccién incrementa su longitud en un
factor 4/3, con lo que la curva limite tiene una longitud infinita. Ademas,
es continua y no tiene tangente en ningln punto (como la gréfica de una
funcién continua sin derivada).

Como modelo de costa, K s6lo es una aproximacién sugerente, pero
no por ser demasiado irregular, sino porque, comparada con una costa,
presenta una irregularidad demasiado sistemadtica. En los capitulos 24 y
28 la «relajamos» un tanto para hacer que se ajuste mejor.

La curva de Koch como monstruo

Seguin la hemos introducido en la seccién anterior, parece como si la
curva de Koch fuera la cosa mas intuitiva que se pueda dar en geometria.
Pero la actitud convencional hacia ella es completamente distinta. ;Tal es
asi que casi todos los matematicos estdn de acuerdo en calificar K de
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monstruosa! Para concretar mds, vayamos a La crisis de la intuicion
(Hahn, 1956), obra a la que volveremos més veces. Leemos que «la natura-
leza [de una curva no rectificable o de una curva sin tangentes] escapa
completamente a la intuicién; después de unas pocas repeticiones del pro-
ceso de segmentacion, la figura que va resultando es tan complicada que la
intuicion a duras penas puede captarla, y nos abandona totalmente en lo
que respecta a la curva que se obtiene pasando al limite. S6lo el pensa-
miento, o el andlisis logico, pueden seguir la evolucién de ese extraiio ob-
jeto hasta su forma final. Asi pues, si en este caso hubiéramos confiado en
la intuicién, hubiéramos caido en un error, pues parece ser que la intuicién
nos lleva forzosamente a concluir que no puede haber curvas que no tengan
tangente en ningin punto. Este primer ejemplo del fracaso de la intuicion
tiene que ver con los conceptos fundamentales de la diferenciacién».

Lo mejor que uno puede decir de estas palabras es que se detienen justo
antes de llegar a una famosa proclama de Charles Hermite, en una carta de
20 de mayo de 1893 a T. Stieltjes, en la que declaraba que «abandonaba con
espanto y horror esta lamentable plaga de funciones sin derivadas». (Her-
mite y Stieltjes, 1905, 11, pag. 318.) A uno le gustaria creer que los grandes
hombres son perfectos y que Hermite estaba ironizando, pero la Notice de
Lebesgue de 1922 (Lebesgue, 1972, 1) sugiere lo contrario. Lebesgue habia
escrito un articulo sobre superficies sin planos tangentes, «pafiuelos total-
mente arrugados», y queria que la Académie des Sciences se lo publicara,
pero «Hermite se opuso implacablemente a su inclusién en los Compres
Rendus; esto ocurria hacia la época de la carta a Stieltjes...»

Recordemos que Perrin y Steinhaus pensaban de modo distinto, pero
el dnico matematico que razonaba como ellos, basdndose s6lo en la intui-
cion (Steinhaus razona basandose en la realidad) es Paul Lévy (Lévy,
1970): «Siempre [me ha] sorprendido oir que la intuicién geométrica
lleva inevitablemente a pensar que todas las funciones continuas son di-
ferenciables. Desde mi primer encuentro con el concepto de derivada, la
experiencia me ha demostrado que lo cierto es todo lo contrario».

Sin embargo, estas voces no se han hecho oir. Casi todos los libros, y también
casi todos los museos de la ciencia, proclaman que las curvas no diferenciables son
contrarias a la intuicién, «monstruosas», «patolégicas» y hasta «psicopaticas».

Domesticando la curva de Koch.
La dimension D=log 4/log 3=1,2618

Una curva de Koch es un modelo de costa tosco pero evocador. Como
primer test cuantitativo, investiguemos la longitud L(g) del terdgono tria-
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dico de Koch de lado €. Dicha longitud se puede medir exactamente, ob-
teniéndose un resultado extraordinariamente satisfactorio:

L(e)=¢!"?,

Esta formula exacta es idéntica a la ley empirica de Richardson para
la costa de Bretafia. Para la curva triddica de Koch,

D=log 4/log 3~1,2618,

icon lo que D cae en el intervalo de valores encontrados por Richardson!
[l DEMOSTRACION: Es obvio que L (1)=1y que

L (e/3)=(4/3) L(¢).
Esta ecuacion tiene una solucién de la forma L(g)=¢'~” si D satisface
3P-1=4/3,

Por lo tanto, D=1log 4/log 3, como pretendiamos. 1

Claro que la constante D de Koch no es empirica sino matemadtica. Y
asi las razones para Jdecir que D es una dimensién son mds convincentes
en el caso de la curva de Koch que en el de las costas.

Ademds, la medida de Hausdorft aproximada de dimensién D (concepto
que hemos introducido en el capitulo anterior) vale €” multiplicado por el
nimero de scgmentos de longitud €, con lo que da €”’e~”=1. Esto es un
buen indicio de que la dimension de Hausdorff es D. Pero, por desgracia, la
definicién de Hausdortt es dificil de manejar rigurosamente. Es mas, aun en
el caso de que hubiera sido facilmente manejable, la generalizacion del con-
cepto de dimension mds alla de los nimeros enteros es una idea tan trascen-
dental que son de agradecer todas las motivaciones que nos lleven a ella.

La dimension de semejanza

En el caso de figuras autosemejantes, se tiene facilmente una motiva-
cién adicional en el concepto de dimension de semejanza. A menudo se
oye decir que Jos matemdticos usan la dimensién de semejanza para esti-
mar la dimensién de Hausdorff, y en el grueso de este ensayo sélo se dan
casos en los que dicha estimacién da el resultado correcto. En tales con-
textos no hay peligro en tomar como sindénimos la dimensién de seme-

63



janza y la dimension fractal. [ Tenemos en ello una contrapartida al uso
sinénimo de dimension topoldgica y dimension «intuitiva». 1

A modo de preludio motivador examinemos las figuras autosemejantes
estandar: los segmentos de recta, los rectangulos en el plano, etc.; véase la
lamina 72. Como la dimensién euclidea de la recta es 1, tenemos que para
cada «base» entera b, el intervalo 0 <x <X se puede «enlosar» (de modo
que cada punto s6lo sea recubierto una vez) con N=5b «partes». Estas son
los intervalos (k—1) X/b<x<kX/b, yendo k de 1 a b. Cada parte se obtiene
a partir del todo con una razén de semejanza r(N)=1/b=1/N.

Andlogamente, como la dimensién euclidea del plano es 2, tenemos
que, dado cualquier b, el «todo» constituido por un rectingulo 0<x <X,
0<y<Y puede ser «enlosado» con exactamente N =5 partes. Estas son
los rectangulos definidos por las desigualdades (k—~1) X/b<x<kX/b 'y
(h—1) Y/b<y <hY/b, donde k y h van de 1 a b. Ahora cada parte guarda
con el todo una relacién de semejanza de razén r(N)= 1/b=1/N"2,

Para un paralelepipedo rectiangulo, el mismo argumento nos da
HN)=1/N"3,

Y no hay ningin problema en definir espacios de dimensién euclidea
E>3. (La dimensién euclidea —o cartesiana— la denotamos por E.) To-
dos los paralelepipedos D-dimensionales definidos para D <FE satisfacen

HN)=1/N'"P,
Por tanto,
NrP=1.
Otras expresiones equivalentes son

log r(N)=log (1/N"P)=—(log N)/D,
D=-log N/log r(N)=log N/log(1/r).

Pasemos ahora a examinar figuras no estdndar. Para que el exponente
de autosemejanza tenga significado formal, sélo se tiene que cumplir que
la figura sea autosemejante, esto es, que se pueda descomponer en N par-
tes relacionadas con el todo por una transformacion de semejanza de ra-
z6n r (seguida quizd de un desplazamiento y una simetria). L.a D asi obte-
nida cumple siempre

0<D<E.
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En el ejemplo de la curva tridadica de Koch, N=4 y r=1/3, con lo que
D=log 4/log 3. que coincide con la dimension de Hausdorft.

Curvas, dimension topologica

Hasta ahora hemos dicho, sin preocuparnos demasiado por ello, que la K
de Koch era una curva. Ahora debemos volver sobre este concepto. Intui-
tivamente, un arco es un conjunto conexo que se convierte en iNconexo si
se le quita cualquier punto. Y una curva cerrada ¢s un conjunto conexo
que se convierte en dos arcos cuando le quitamos dos puntos cuales-
quiera. Por esto mismo, la K de Koch es una curva.

El matematico dice que todas las figuras con una de estas propiedades, por
cjemplo K, [0,1] o un circulo, tienen dimension topoldgica D, =1. jHe aqui,
pues, otra clase de dimension a tener en cuenta! Como discipulos de Guillermo
de Ockham, todos los cientificos saben que «no hay que multiplicar los entes
sin necesidad». Hay que confesar, por lo tanto, que nuestro continuo ir y venir
entre las distintas y casi equivalentes formas de dimension fractal es cuestién
de conveniencia. Sin embargo, 1a coexistencia de una dimension fractal y otra
topoldgica es una cuestion de necesidad. Aconsejo a los lectores que se salta-
ron la delinicion de fractal del capitulo 3 que la lean ahora con atencidn, y a to-
dos que lcan Ja entrada del capitulo 41 dedicada a la «dimension».

Significado intuitivo de D en presencia de los cortes Ay A
Cesaro (1905) empieza con el lema:

La voluntad es infinita
y la ejecucion confinada,
el deseo es ilimitado
y el acto un esclavo de la limitacion.

Y asi es en efecto: las limitaciones actian sobre los cientificos tanto
como sobre el Troilus y la Cressida de Shakespeare. Para legar a la curva
de Koch, la cascada de promontorios cada vez mas pequeiios se extrapola
hasta el infinito, pero en la naturaleza las cascadas o se detienen o cam-
bian de cardcter. Aunque puede ser que haya un sinfin de promontorios,
la idea de que sean autosemejantes sélo puede ser valida entre ciertos li-
mites. Por debajo del limite inferior, el concepto de costa deja de perte-
necer a la geografia.
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Es pues razonable considerar que una costa real conlleva dos escalas
de corte. El corte superior {2 podria ser el diametro del menor circulo
que contuviera una isla, o un continente quiza, y el corte inferior € podria
ser los 20 metros que deciamos en el capitulo 5. Aunque resulta dificil
precisar valores numéricos concretos, la necesidad de los cortes esta
fuera de toda duda.

Sin embargo, una vez se prescinde de los detalles demasiado grandes y
demasiado pequenios, D sigue teniendo el valor de una dimension efectiva
en el sentido que menciondbamos en el capitulo 3. En términos estrictos, el
tridngulo, la estrella de David y los terdagonos infinitos de Koch tienen di-
mension 1. Pero, tanto intuitivamente como por razones pragmaticas de
simplicidad y naturalidad de los términos correctivos necesarios, €s razo-
nable considerar que un terdgono de Koch avanzado estda mds cerca de una
curva de dimension log 4 / log 3 que de una curva de dimension |.

En lo que respecta a una costa, no es improbable que tenga varias di-
mensiones distintas (recuérdense las bolas de hilo del capitulo 3). La di-
mension geografica es la D de Richardson, pero en la gama de magnitu-
des que interesan a la fisica podria tener otra dimension distinta (aso-
ctada al concepto de interfase entre aire, agua y arena).

Generadores de Koch alternativos y curvas de Koch
que se evitan a si mismas

Volvamos ahora a los principios bdsicos de la construccion de la curva tria-
dica de Koch. Se empieza con dos figuras, un iniciador y un generador.
Este Gltimo es una linea quebrada orientada formada por N lados iguales de
longitud r. Cada paso de la construccién empieza con una linea quebrada y
consiste en sustituir cada segmento rectilineo por una copia del generador,
reducida y desplazada de modo que sus extremos coincidan con los de di-
cho segmento. En todos los casos se tiene D=log N/log(1/r).

Se puede cambiar ficilmente esta construccion modificando conve-
nientemente el generador; combinando promontorios y bahias, por ejem-
plo, como se muestra en las laminas que siguen. De este modo se obtie-
nen terdgonos de Koch que convergen a curvas de dimensién compren-
dida entre 1 y 2.

Todas estas curvas de Koch se «autoevitan», no se cortan a si mismas.
Esto permite que las figuras totales se puedan dividir sin ambigiiedad en
partes disjuntas, y esta propiedad influye en la definiciéon de D. Sin em-
bargo, una construccién de Koch a partir de un generador que no haya
sido elegido cuidadosamente corre el riesgo de conducir a una curva con
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puntos de contacto que se corte a si misma, o incluso que se autosolape.
Si la D deseada es pequena, es ficil evitar los puntos dobles eligiendo
cuidadosamente el generador. Aunque esta tarea resulta cada vez mas di-
ficil a medida que D aumenta, es posible siempre que D<2.

Sin embargo, cualquier construccién de Koch que pretenda llegar a
una dimensiéon D> 2 acaba inevitablemente en curvas que recubren el
plano una infinidad de veces. El caso D=2 merece discusion aparte y lo
trataremos en el capitulo 7.

Arcos v semilineas de Koch

En algunos casos conviene sustituir la expresion curva de Koch por otra
terminologia mds precisa y pedante. La figura inferior de la ldmina 72 es,
en términos técnicos, la imagen de Koch de un intervalo lineal, y se le
puede llamar arco de Koch. De este modo, el contorno de la ldmina 73
esta formado por tres arcos de Koch. A menudo resulta ttil extrapolar un
arco dando lugar a una semilinea de Koch: dicha extrapolacion consiste
en aumentar el arco original tomando como foco el extremo izquierdo y
como razon de semejanza, primero 1/r=3, después 3°, etc.. Cada paso
sucesivo de la extrapolacion contiene el anterior, y la curva limite con-
tiene todos los estadios intermedios finitos.

Relacion entre la medida y el radio cuando D es fraccionario

Generalizaremos ahora para las dimensiones fractales un resultado co-
mun en el caso de dimensiones euclideas. En el caso de objetos fisicos idea-
les de densidad uniforme p, el peso M(R) de una barra de longitud 2R, un
disco de longitud R o una bola de radio R es proporcional a pRE. Para
E=1,2y 3, las constantes de proporcionalidad respectiva son 2, 2x y 41/3.

La relacion M(R)=<R" también es vdlida para los fractales autosemejantes.

En el caso triddico de Koch, la demostracién es muy simple cuando se
toma como origen el extremo de una semilinea. Si un circulo de radio R,=
3% (conk =0) contiene una masa M(R,), el circulo de radio R=R,/3 con-
tiene una masa M(R) =M(R,)/4. Tenemos, por lo tanto, que

MR)= M(R())(R/ R)P=[M(R)R, PIR".

En consecuencia, el cociente M(R)/R” es independiente de R, y puede
cmplearse para definir una «densidad» p.
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Movimiento de Koch

Imaginemos un punto recorriendo una semilinea de Koch que emplee
tiempos iguales en recorrer arcos de la misma medida. Si invertimos la
funcion que da el tiempo en funcion de la posicion, obtenemos la posi-
cion en funcion del tiempo, es decir, una ley de movimiento. Con veloci-
dad infinita, por supuesto.

Anticipo sobre las costas aleatorias

La curva de Koch nos recuerda los mapas reales, pero presenta defectos
importantes que uno encuentra casi invariablemente en todos los mode-
los primarios de los ejemplos de este ensayo. Sus partes son idénticas en-
tre s{ y la razdn de autosemejanza r pertenece a un espectro muy estricto
de valores de la forma b*, siendo b un entero, a saber, 1/3, (1/3)%, etc.
Asi, una curva de Koch sélo es un modelo muy primitivo de costa.

He ideado diversas maneras de evitar ambos defectos, aunque todas
ellas conllevan complicaciones probabilisticas que es mejor dejar para
cuando se hayan asentado muchas otras ideas relacionadas con los fracta-
les no aleatorios. No obstante, los lectores curiosas que dominen las pro-
babilidades pueden echar una mirada rapida a fos modelos basados en
mis «curvas garabato» (capitulo 24) y, mds importante atdn, a las curvas
de nivel de las supertficies brownianas fraccionarias (capitulo 28).

En toda esta parte del libro se sigue el mismo método de exposicion.
Se comentan numerosas estructuras de Ja naturaleza contrastindolas con
fractales regulares, que sirven de modelo preliminar, mientras que los
modelos aleatorios que preconizo se dejan para capitulos posteriores.

RECORDATORIO. En todos los casos en que 1) se conoce con exactitud
no es un entero y se da en forma decimal para facilitar las comparaciones,
precisando hasta la cuarta cifra decimal. Este nimero de decimales se ha
elegido para dejar bien patente que D no es ni un valor empirico (en la ac-
tualidad los datos empiricos se conocen con 2 cifras decimales como ma-
Ximo) ni un valor geométrico incompletamente determinado (actualmente
éstos se conocen bien sea con 1 o 2 decimales, o con 6 decimales o mds.)

¢ Complejo, o simple y regular?

Las curvas de Koch presentan una nueva e interesante combinacion de
complejidad y simplicidad. A primera vista son muchisimo més comple-
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Jjas que las curvas euclideas comunes. Sin embargo, la teoria de los algo-
ritmos matematicos de Kolmogorov y Chaitin sugiere lo contrario, que
una curva de Koch no es significativamente mas complicada que un cir-
culo. Esta teoria parte de una coleccion de «letras» u «operaciones ato-
micas» y considera que la longitud del algoritmo mds corto conocido
para reproducir la funcidn deseada es una cota superior objetiva que per-
mite evaluar la complejidad de dicha funcion.

Aplicando estas ideas a las curvas, tomemos los «trazos» rectilineos
como letras o dtomos del proceso grifico. En este alfabeto, para dibujar
un poligono regular hacen falta un ndmero linito de trazos, y cada uno de
estos es descrito por un ndmero finito de lineas de instruccion. Se trata
por tanto de una tarea de complejidad finita. Por el contrario, un circulo
precisa de «una infinidad de trazos infinitamente cortos», con lo que apa-
rentemente es una curva de complejidad infinita. Sin embargo, una cons-
truccion recurrente del circulo sélo precisa de un namero finito de ins-
trucciones y es, por tanto, una tarca de complejidad finita. Cada paso
parte, por ejemplo, de un poligono de 2" lados {(m>2), y consiste en sus-
tituir cada trazo de longitud 2sen(m/2™) por dos trazos de longitud
2sen(mt/ 2" *"). En la construccion de una curva de Koch se sigue el
mismo procedimiento, aunque las operaciones son mds simples, pues la
longitud de cada trazo simplemente se multiplica por r, y las posiciones
relativas de los trazos sustituidos son siempre las mismas. De ahi que sea
sorprendentemente cierto que, si se mide la complejidad por la longitud
del mejor algoritmo actual expresado en este alfabeto particular, una
curva de Koch es efectivamente mds simple que un ¢irculo.

No hay que tomar demastado en serio esta clasificacion peculiar de
las curvas en razon de su simplicidad relativa. Nétese que si el alfabeto se
basara en la regla y ¢l compds, el circulo adquiriria la condicién de «até-
mico» y se llegaria a la conclusion opuesta a la subrayada mas arriba. Sin
embargo, siempre que se use un alfabeto razonable, las curvas de Koch,
aparte de tener una complejidad finita, son mas simples que muchas cur-
vas euclideas.

Siendo como soy un aficionado a las cuestiones etimologicas, no
puedo dejar esta discusion sin manifestar que me molesta sobremanera
Hamar «irregulares» a las curvas de Koch. Este término esta relacionado
con regla, y es satisfactorio mientras uno no se salga de la siguiente acep-
cion de regla: instrumento que sirve para trazar lineas rectas; pues las
curvas de Koch no son rectas, ni mucho menos. Pero si uno piensa en la
acepcion ordenanza, esto es, un conjunto de leyes detalladas que hay que
seguir sin rechistar, declaro silenciosamente que nada hay mds «regular»
(que una curva de Koch.
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FIG. 70.  Isla triddica de Koch o copo de nieve K.
Construccion original de Helge von Koch
(dimension de la costa D=log 4/log 3~1,2618)

La construccién empieza por un «iniciadors, a saber, una A (trtangulo equi-
latero) en negro de lado unidad. A continuacion, sobre ¢l tercio central de cada
lado, se adosa una peninsula en forma de A con lados de longitud 1/3. Este sc-
gundo paso acaba en una estrella de seis puntas o de David. Se repite lucgo el
mismo proceso de adicién de peninsulas sobre los lados de la estrella, y asi su-
cesiva e indefinidamente.

Cada adicion desplaza los puntos del tercio central de cada intervalo per-
pendicularmente al mismo. Los vértices del iniciador triangular no se mueven
de su sitio. Los otros 9 vértices de la estrella de David alcanzan sus posiciones
definitivas al cabo de un ndmero finito de pasos. Hay también puntos que no
dejan de desplazarse, pero la amplitud de sus movimientos es decreciente y a la
larga tienden a unas posiciones limite que definen la costa.

La propia isla es el limite de una sucesion de dominios acotados por poligo-
nos, de modo que cada uno de ellos contiene el dominio acotado por el poli-
gono anterior en la sucesion. La ldmina 73 presenta un negativo de la fotogra-
fia de dicho limite.

Nétese que esta ldmina, asi como muchas otras de este libro, representa is-
las y lagos en vez de costas y que, generalmente, se representan «areas relle-
nas» y no sus contornos. Este método aprovecha al maximo las posibilidades
de la alta resolucion de nuestro sistema de graficos.

POR QUE NO SE PUEDE DEFINIR AQUI UNA TANGENTE. Témese como punto fijo
uno de los vértices del A original y dibuijese una cuerda que una dicho vértice
con un punto de la costa limite. Si hacemos converger este punto hacia ¢l vér-
tice, manteniéndonos siempre a la izquierda del mismo, la cuerda oscila dentro
de un dngulo de 30° y no da muestras de tender a un limite que se pueda llamar
tangente por la izquierda. Tampoco se puede definir una tangente por la dere-
cha. Los puntos en los que no hay tangente porque las cuerdas de la derecha y
las de la izquierda oscilan dentro de dngulos bien definidos se llaman hiperbo-
licos. Los puntos de K que se alcanzan asint6ticamente tampoco tienen tan-
gente, aunque por otras razones.
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F1G. 71, Isla triddica de Koch o copo de nieve K.
Construccion alternativa de Ernesto Cesaro
(dimension de la costa D=log 4/log 3~1,2618)

En Cesaro (1905) se da una construccion alternativa de la isla de Koch. Se
trata de un trabajo tan maravitloso que me hace olvidar lo que me costd encon-
trar ¢l original (y la rabia que me dio encontrarlo después reimpreso en Cesaro,
1964). He aqui una traduccion libre de unas cuantas lineas extaticas: «La ina-
gotable inmersion de esta figura en si misma nos da una idea de lo que Tenny-
son describe en alguna parte como el infinito interno, que es, al fin y al cabo, el
tnico que podemos concebir en la naturaleza. Esta semejanza entre el todo y
sus partes, aun las infinitesimales, nos hace considerar la curva triddica de
Koch como algo realmente maraviltoso. Si tuviera vida, seria imposible exter-
minarla sin destruirla completamente, pues renaceria y volveria a renacer desde
las profundidades de sus tridngulos, igual que la vida en el universo».

El iniciador de Cesaro es un hexdgono regular de lado 3/3. El océano circun-
dante estd en gris. Incesantemente van surgiendo bahias en forma de A, obtenién-
dose la 1sla de Koch como limite de estas aproximaciones decrecientes.

En esta ldmina se han presentado en paralelo ambos métodos de construc-
cién, de modo que la costa de Koch queda comprendida entre dos terdgonos,
luno interno y otro externo, que se van aproximando cada vez mds. Se podria
pensar en un proceso en cascada que empieza con tres cercos sucesivos: la tie-
rra firme (en negro), la marisma (en blanco) y el agua (en gris). En cada estadio
de la cascada, pedazos de marisma son transferidos tanto a la tierra firme como
al agua. En el limite, la marisma se agota, pasando de «superficie» a curva.

INTERPRETACION POR EL. METODO DEL DESPLAZAMIENTO DEL PUNTO MEDIO. En este
método el generador y el segundo paso son los siguientes (el angulo es de 120°)

N AL L

D=log 2/ logV3~log 4/log 3

Si se aplica al exterior del k-ésimo terdgono interno, se obtiene el k-ésimo
terdgono externo, y si se aplica al k-ésimo terdgono externo resulta el (k+1)
-¢simo terdgono interno. Esta regla de construccién es la aplicada en las [ami-
nas Y6y 97, y en el capitulo 25.




T
i
n

- F1G6. 72 Dos tipos de autosemejunza: la estandar y la fractal

Las figuras superiores nos recuerdan cémo, dado un ndmero entera (h=35.
en este ¢aso), se puede dividir un segmento de longitud unidad en N = b subin-
tervalos de longitud r=1/b. Andlogamente, un cuadrado unidad se puede divi-
dir en N=5h? cuadrados de lado r=1/b. En ambos casos, log N/log (1/r) es la
dimension de semejanza de la forma considerada (este es un concepto al que la
geometria escolar no da gran importancia, pues su valor se reduce al de la di-
mension euclidea).

La figura inferior es una curva triddica de Koch, la tercera parte de una
costa de Koch. Se la puede descomponer también en partes de tamano reducido.
con N=4y r=1/3. La dimension de semejanza resultante D=log N/log(1/r)
tiene un valor no entero (vale aproximadamente 1,2618), y no tiene contrapar-
tida en la geometria estandar.,

Hausdorft demostré que esta D tiene aplicacion matemdtica, y que es idén-
tica a la dimensidn fractal o de Hausdortf. Yo sostengo que D también es de vi-
tal importancia en las ciencias de la naturaleza.
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Fic. 73.  Lago triddico de Koch
(dimension de lu costa D=log 4/log 3~1,2618)

Aqui-se representa un negativo fotogrifico de la construccion presentada
en las 1aminas 70 y 71, iterada muchas veces, con lo que se obtiene un lago en

vez de una isla.
La forma peculiar de las «ondas» grises que llenan el lago no es accidental,

y se explica en las ldminas 102 y 103.

La costa de esta ldmina no es autosemejante, puesto que una curva cerrada
no se puede descomponer en reunién de otras curvas cerradas. [ No obstante,
en el capitulo 13 se aplica el concepto de autosemejanza a una coleccién infi-

nita de islas.



Fics. 74y 75, Isla y lago de Koch alternativos
(dimension de la costa D=log 9/log 7~1, 1291)

Esta variante de la isla de Koch se debe a W. Gosper (Gardner 1976): ¢l
iniciador es un hexdgono regular y el generador es

0/\/. N=3
1/r=~N7
D=log 3/log (¥ 3)~1,1291

LAMINA 74. En esta ldmina se representan diversos estadios de la construc-
cion de la «isla de Gosper» mediante una Iinea «envolvente» gruesa. La linea
fina correspondiente al «relleno» se explicard en la lamina 104.

LAMINA 75. Representa un estadio avanzado de la construccion de la «envol-
vente». El «relleno» de grosor variable se explicara también en fa ldmina 104.

Nétese como, en contra de lo que sucede con el original de Koch, este gene-
rador es simétrico respecto a su punto medio. Combina peninsulas y bahias, de
modo que el drea de la isla permanece constante durante toda la construccion. Lo
mismo vale para todas las curvas de Koch desde aqui hasta la ldmina 86.

EMBALDOSADO. Se puede recubrir el plano mediante islas de Gosper. Esta |
propiedad se denomina embaldosado.

PEREMBALDOSADO. Esta isla es ademds autosemejante, como pone de mani-
fiesto el sombreado de espesor variable. Asi pues, cada isla se divide en siete
«regiones» relacionadas con el todo por una semejanza de razon r=1 /N7, De-
notaré esta propiedad con el neologismo perembaldosado, acunado a partir del
prefijo latino per-, con una acepcion como la que tiene en «perfumar»=«pene-
trar completamente con vapores».

En general, los embaldosados no se pueden descomponer en otros embal-
dosados iguales semejantes al conjunto. Por ejemplo, suele resultar bastante
irritante que no se pueda construir un hexdgono mayor yuxtaponiendo varios
hexdgonos. El copo de Gosper deforma el hexdgono justo lo suficiente para
que se lo pueda subdividir exactamente en 7 partes. Otros embaldosados frac-
tales permiten subdivisiones en distinto ndimero de partes.

FraNcia. Un perfil geogrifico inusualmente regular y que se describe a
menudo como el Hexdgono, a saber el perfil de Francia, se parece menos a un
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hexdgono que ala figura de la limina 75 (a pesar de que aqui Bretafia salga un
tanto desnutrida. )

[l RAZON POR LA QUE NO SE PUEDEN TRAZAR TANGENTES EN NINGUN PUNTO DE
ESTAS COSTAS. Fijese un punto cualquiera alcanzado por la costa después de
un nimero finito de iteraciones y Gnase con una cuerda dicho punto a otro
punto movil de la costa limite. Cuando se hace tender el punto mévil hacia el
fijo a lo largo de 1a costa limite, ya sea en el sentido de las agujas del reloj o
en el contrario, la direccion de la cuerda oscila indefinidamente alrededor del
punto fijo. Un punto tal se llama loxodrémico. 1
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Fic. 76 Isla y lago de Koch alternativos
(dimensiones de la costa entre 1 yD=log 3/5~1,3652)

En esta sucesion de curvas fractales el iniciador es un poligono regular de
M lados, y el generador es tal que N=3 y el dngulo formado por cada dos lados
sucesivos es =21/ M. En las laminas 74 y 75 consideré el caso concreto M =6
(que no se repite aqui), y el valor M=3 se discute en la lamina 107. Esta ldmina
presenta terdgonos avanzados para los valores M =4, 8, 16, 32, en forma de su-
cesion encajada de lagos e islas. Por ejemplo, M =4 corresponde al generador

N=3
/\/ 1/r=\5

D=log 3/logV5~1,3652
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El sombreado de la isla central (M =4) se explica en las laminas 107 y 108,

Si se prolongaran estas figuras hasta M =oo, tenderfan a la forma circular.
Si nos movemos hacia el interior, las figuras se van «arrugando», y este feno-
meno se hace mds pronunciado cuanto mds nos acercamos al centro. El si-
guiente grado de arrugado nos llevaria a M =3, pero la curva correspondiente
ya no evitaria cortarse a s{ misma. Nos la volveremos a encontrar en las ldmi-
nas 107 y 108.

UNA DIMENSION CRITICA. Cuando ¢l iniciador es {0,1], ¢l dngulo 9 puede
tomar cualquier valor entre 60”7 y 180°. Hay un valor critico 6, para el cual la
«costa» no presenta autointersecciones si, y solo si, 8>6 .. La D, corres-
pondicnte es una dimension critica para la autointerseccion. El valor de 0, es
proximo a los 60°.

GENERALIZACION. Las construcciones de las l[aminas 74 a 86 se generali-
zan [dcilmente del modo siguiente. Llamemos directos (D) a los generadores
que se han mostrado, y definamos como inversos (/) las imagenes especulares
de los anteriores con respecto a la recta y=0. Cada paso de la construccién
debe emplear siempre el mismo generador, ya sca D o [, pero en estadios dis-
tintos se pueden seleccionar generadores distintos. Estas ldminas y muchas de
las que siguen usan solo generadores D, pero otras sucesiones infinitas de D e
! dan variantes inmediatas.

i1 Si se alternan D ¢ 1, los puntos que eran loxodrémicos s¢ convierten en
hiperbdlicos, como en la curva de Koch. 1

77



FiG. 78 Una isla de Koch cuadrangular
(dimension de la costa D = 3/2=1,5000)

Las laminas comprendidas entre fa 76 y la 83 muestran varias construccio-
nes de Koch iniciadas a partir de un cuadrado (de ahi el término cuadrangu-
lar). Una ventaja es que se puede experimentar con estas construcciones
usando sistemas graticos poco sofisticados. [} Otra ventaja reside en que las
curvas fractales cuadrangulares nos llevan directamente a la curva original de
Peano, descrita en la [amina 93. 1

LAmiINa 78. El iniciador es un cuadrado y el generador es
N=8
r=1/b=1/4

D=3/2
i

j—
{
l
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Como en las liminas 74 a 70, el area total de la isla permanece constante
durante toda la iteracion. La ldmina 78 muestra dos estadios a una escala pe-
guenia, y el siguiente a una escala mayor.

I:n el dltimo estadio, mds aumentado atn, se observan como unas barbas
muy linas y apenas visibles, pero buena parte de este detalle no seria percepti-
ble con un sistema grifico de calidad inferior.

Ni los terdgonos ni la curva limite se solapan, se cortan o tienen puntos de
autocontacto. Lo mismo se cumple hasta la lamina 83.

[ No hay que olvidar que lo que es fractal en las ldminas que van de la 78
a la 83 es la costa; la tierra tirme y el mar son formas convencionales de drea
positiva y finita. En la Kimina 206 se presenta un caso en que solo el «mar»
tiene un drea bicn delinida, y estd constituido por la reuniéon de tremas de
forma stmple, mientras la tierra firme no tiene ningdn punto interior. I

EMBALDOSADO Y PEREMBALDOSADO. Esta isla s¢ puede descomponer en 16
islas semejantes al total con una razén r=1/4. Cada una de éstas es la isla de
Koch gue se obtendria a partir de cualquiera de los 16 cuadrados que forman
el primer estadio de la construccion.

I Los capitulos 25 y 29 muestran que D=3/2 ¢s también la dimension de
varias funciones brownianas. Asi pues, este valor se obticne fdcilimente con
curvas y superficies aleatorias. I

79



80

FiG. 80. Una isla de Koch cuadrangular
(dimension de la costa D =log 18/log 6~1,6131)

El iniciador vuelve a ser un cuadrado y el generador es

N=18
r=1/b=6
D=log 18/log 6~1,6131




Un hecho notable es que la forma de las islas de Koch cuadrangulares de
esta coleccidn de ilustraciones depende en gran medida de D. Sin embargo, ¢l
que tenga mas o menos el mismo perfil global se debe a que el iniciador es un
cuadrado. Si el iniciador es un poligono regular de M lados (M >4) la forma
global parece menos rugosa, y lo parece cada vez menos a medida que M au-
menta. Una verdadera relacion entre la forma global y el valor de D no apare-
cerd hasta el capitulo 28, donde trataremos de las costas aleatorias, en las que
generador e iniciador efectivamente se determinan a la vez.

0 MAXIMALIDAD. Otro hecho que contribuye a la semejanza del perfil glo-
bal es que las curvas de Koch cuadrangulares de las [dminas 76 a 83 presentan
una interesante propiedad de maximalidad. Considérense todos los generado-
res de Koch que dan lugar a curvas que no se cortan a si mismas y que se pue-
den trazar sobre una cuadricula formada por rectas paralelas o perpendicula-
res a [0.1], y que, ademas, se aplican a un iniciador que sea parte de esta cua-
dricula. Llamaremos maximales a aquellos generadores que den un valor
miximo de N, y también por tanto de D. Se tiene que, cuando b es par, N,
b,12,y cuando b es impar, N, =(b"+1)/2.

Il Cuando el valor de b aumenta, también aumenta el valor del N maximal,
y también ¢l nimero de los diversos poligonos maximales. Por tanto, la curva
de Koch limite depende cada vez mis del generador original. También parece
cada vez mas artificial, por cuanto ¢l deseo de conseguir una dimension ma-
xima sin puntos de contacto impone un grado de disciplina que aumenta con D.
Este llega al paroxismo en el capitulo siguiente, con el limite de Peano D=2.

i} LAGUNARIDAD. Las curvas fractales con la misma D pero con Ny r dis-
tintas pueden presentar diferencias cualitativas. En el capitulo 34 se discute el
pardmetro adicional necesario, ademds de D, para describir tales diferencias.ll

max ~
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( TiG, 82y 83, Islas de Koch cuadrangilares
(dimensiones de la costa D=5/3~1,6667 y D =log 98/og 14~1,7373)

Aqui se presenta la misma construccién con los siguientes generadores. En
la [dmina 83,

N=32
! r=1/b=1/8
L D=5/3~1,6667
y en la ldmina 82,
N=98
r=1/b=114

D=log 98/0g 14 ~1,7373

Los arrecifes y los canales de estas marinas de pesadilla se hacen cada vez
mds estrechos a medida que uno avanza hacia los extremos de las peninsulas o
hacia el fondo de tos golfos. La anchura de dichos accidentes tiende también a
disminuir al aumentar la dimension fractal, y los «talles de avispa» aparecen
hacia D~5/3.
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[} DIGRESION SOBRE LA DISPERSION TURBULENTA. Encuentro un parecido ex-
traordinario entre la sucesion de fractales aproximadas de la lamina 83 y los
estadios sucesivos de la dispersion turbulenta de la tinta en agua. La disper-
sion real es menos sistemdtica, por supuesto, pero esto se puede conseguir in-
vocando el azar.

[l Casi se puede ver una cascada de Richardson en funcionamiento. Una
pizca de energia difunde una gota cuadrada de tinta. Luego el remolino inicial
se rompe en remolinos de una escala menor, que tienen efectos mas locales.
La energia inicial cae hacia escalas tipicas cada vez menores, y eventual-
mente acaba contribuyendo sélo a difuminar ligeramente el perfil de la gota
de tinta final, exactamente como en este diagrama de Corrsin (1959b).

® %
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I Ta conclusion de que una cascada de Richardson conduce a una figura
delimitada por un tractal es includible, pero la conclusion de que D=5/3 es du-
dosa. Este valor corresponde a las secciones planas de superficies espaciales
con D=8/ 3, valor que se da a menudo en turbulencia. En el caso de isosuper-
ficies de escalares (que se estudian en el capitulo 30), D= 8/3 se puede dedu-
cirde a teoria de Kolmogorov. No obstante, no hay que confiar demasiado en
las analogias numeroldgicas.

Il En realidad, es probable que el valor de D dependa de la encrgia inicial
del fluido y del tamafio del recipiente en el que tiene lugar la dispersion. Con
una energia inicial pequeifia, una gota en forma de disco se arrugaria poco,
dando lugar a una curva de dimension D proxima a 1 (Jamina 76). Una energia
inicial grande en un recipientc pequeno podria dar lugar a una dispersion mads
completa, con secciones planas que nos recordarian mas a la lamina 82 (12~
1,7373), o incluso de dimension D=2 (capitulo 8). Véase Mandelbrot 1976¢.

[} Si esta ultima conclusion es vdlida, el paso siguiente seria investigar la
relacion entre [y la energia intcial, y buscar el menor valor de la energia para
el cual D=2 en el plano, es decir, D=3 en ¢l espacio. Cuando estudicmos el
caso limite D=2 (capitulo 7), veremos que dificre cualitativamente de D <2,
pues, en el primer caso, dos particulas de tinta que inicialmente estan alejadas
tienden asintoticamente a tocarse. Asi pues, no me sorprenderfa nada descubrir
I que la expresion «dispersion turbulenta» se esté empleando para designar dos
fendomenos marcadamente distintos.

[ Pospata. Mucho después de que esta limina hubiera aparecido publi-
cada por vez primera cn ¢l Fractuls de 1977, Paul Dimotakis fotografio sec-
ciones tenues de un chorro turbulento dispersindose en un medio Taminar. El
parecido con esta limina es de lo mas satisfactorio. I
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FiG. 85y 86.  Curvas de Koch generalizadas y autosemejanza con
partes distintas (D~ 11,4490, D~ 18797, D~1+¢)

Fstas laminas se han construido con ¢l mismo método de Koch, aunque las
longitudes de los lados de los generadores toman valores r,, distintos. Hasta
ahora hemos supuesto que las N «partes» en que se descomponia nuestro
«todo» tenian la misma razon de semejanza r. Usando r, distintas la curva de
Koch resulta menos inexorablemente regular. Ast pues, la limina 85 presenta
una curva de Koch mis variada.

Obsérvese que, en esta serie de liminas, la construceion continda hasta al-
canzar detalles de un tamano predeterminado. Cuando r, =1, esto se consigue
después de un namero predeterminado de pasos, pero en el caso presente este
namero es variable.

[La tarea siguicnte consiste en extender el concepto de dimensién de seme-
janza a esta generalizacion de la iteracion de Koch. Para encontrar alguna
pista, consideremos una forma euclidea ordinaria pavimentada con partes que
guarden unas proporciones #,, con el todo. Si D=1, las r, satisfardn Zr, =1y,
en general, para las formas cuclideas se cumplird que Zr/) = 1. Ademds. las
fractales que se pueden descomponer cn partes iguales cumplen la condicién
ya conocida Nr”” = 1, que se puede escribir también como Xr” = 1. Estos prece-
dentes nos sugicren definir la funcion generatriz de la dimension, a saber
G(D)=Zr", y definir D como la dnica raiz real de G(D)=1. Quedaria por ver si
esta D coincide siempre con la dimensién de Hausdorff-Besicovitch, cosa que
se da en todos los casos que conozco.

EsempLos. La dimension de la figura de la lamina 85 es mayor que el
log 4/1og 3 de la curva de Koch original. La figura superior de la lamina 86
tiene una D ligeramente inferior a 2. Cuando D — 2, la costa de esta figura
tiende a la curva de Peano-Polya, que es una variante de las curvas de Peano
que estudiamos en el capitulo siguiente. El parecido entre esta figura y una hi-
lera de drboles no es accidental, como veremos en el capitulo 17. Finalmente,
la D de la figura inferior de la lamina 86 es ligeramente superior a 1.
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7
Domando las curvas monstruosas de Peano

Acabamos de ver, al tratar de las curvas de Koch generalizadas que no
se cortan a si mismas, que hay razones de peso para detenerse un poco
antes de D=2. Cuando llegamos a D=2 se produce un cambio cualitativo
profundo.

Supondremos que los terigonos no se cortan a s{ mismos, aun cuando
puedan presentar puntos de autocontacto. Uno de los sintomas que se
presentan cuando D llega a D=2 es que los puntos de autocontacto son
asintoticamente inevitables. El sintoma principal es que es inevitable que
la curva limite llene un «dominio» del plano, esto es, un conjunto que
contiene discos (circulos rellenos).

Esta doble conclusion no se debe a una falta de imaginacion, corregi-
ble, por parte de los matemdticos, sino que es consecuencia de un princi-
pio fundamental que tuvo un papel central en la crisis de la matematica
entre 1875y 1925.

«Curvas», movimientos v barridos de Peano

Los limites correspondientes, de los que se dan ejemplos en las proxi-
mas laminas, se llaman curvas de Peano, pues la primera de ellas se en-
cuentra en Peano (1890). Se las Hama también curvas que cubren el
plano. En su caso, la definiciéon formal de la dimensién como log N/
log(1/r)=2 estd justificada, pero por razones decepcionantes. Desde el
punto de vista del matematico, una curva de Peano no es mis que una
manera rara de considerar un dominio plano, que es un conjunto al que
todas las definiciones cldsicas asignan la dimensién 2. Es decir, que la
expresion curva que recubre el plano no deberia emplearse si se pretende
hablar con precision. ,

Por suerte, la mayoria de «curvas» de Peano, incluso las que se obtie-
nen por una construccion iterativa de Koch, estdn parametrizadas de un
modo natural por un escalar ¢, al que podemos llamar «tiempo». En tal

87



caso, y sin ningan temor alos guardianes del rigor, podemos usar las ex-
presiones: movimientos de Peano, movimientos que recubren el plano.
maoviniientos de barrido por baldosas, o barridos por baldosas (hablare-
mos de Jos embaldosados mas adelante en este mismo capitulo). Y asi lo
haremos cuando nos parezca conveniente, aunque los ensayos no tienen
por qué presentar una consistencia absoluta bajo ningln concepto.

Las curvas de Peano como monstruos

«;jTodo se ha trastornado! Es dificil expresar en palabras el efecto
que el resultado de [Giuscppe| Peano tuvo sobre el mundo matematico.
Parecia como si todo se hubiera venido abajo, como si los conceptos ma-
tematicos fundamentales hubieran perdido su significado» (Vilenkin
1965). «Posiblemente |el movimiento de Peano| no pueda ser captado
por la intuicién; y solo se puede entender por miedio del andlisis logico»
(Hahn 1956). «Algunos objetos matemiticos, como la curva de Peano,
son totalmente antiintuitivos..., extravagantes» (Dicudonné, 1975).

La verdadera naturaleza de las curvas de Peano

Yo creo que las citas anteriores solo prucban que ningun matematico
ha examinado nunca con detenimiento una bucna grafica de Peano. Un
observador despiadado podria decir que estas citas demuestran falta de
imaginacién geométrica.

Por el contrario, yo afirmo que. después de observar atentamente los
terdgonos de Peano, dejando vagar Ta mente, resulta muy dificil no aso-
ciarlos con diversos aspectos de la naturaleza. Este capitulo aborda las
curvas «autoevitantes», es decir, aquéllas cuyos terdgonos evitan los pun-
tos de autocontacto. En el capitulo 13 se estudiardn los terdgonos que
presentan un autocontacto moderado. Los terdgonos que recubren un re-
ticulo (una cuadricula, por ejemplo) deben pasar por un tratamiento pre-
vio para eliminar los puntos de autocontacto.

Arboles fluviales y cuencas

Al examinar distintos terdgonos de Peano, vi en cada caso un con-
junto de drboles (o de conjuntos de drboles) que presentaban una varie-
dad inagotable de interpretaciones concretas. Estas son especialmente
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evidentes en la curva de Peano que llamo «barrido del copo de nieve», y
que presento en la ldmina 103. Es facil imaginar dicha figura como un
conjunto de arbustos plantados uno junto a otro sobre el tercio inferior de
un copo de nieve de Koch, que trepan por una pared. O también, el perfil
remarcado en negro puede evocarnos un conjunto de riachuelos que ser-
pentean y acaban desembocando en un rio que sigue la parte inferior del
copo de nieve. Esta segunda interpretacion sugiere enseguida que las cur-
vas que separan los rios entre si forman las cuencas fluviales. Por su-
puesto, las etiquetas rio y cuenca son intercambiables.

Esta nueva analogia con los rios y cuencas es tan clara a posteriori
que conjura cualquier pensamiento de que la curva de Peano es necesa-
riamente patologica. De hecho, si un drbol formado con rios de anchura
nula tiene que drenar completamente una superficie, debe llegar necesa-
riamente a todas partes. Alguien que siga la ribera total de los rios realiza
un movimiento que recubre el plano. jPreguntad a cualquier nifio y os lo
confirmara!

Con la ayuda intuitiva que nos proporciona la [dmina 102, resulta di-
ficil no ver redes conjugadas andlogas en cualquier otro terdgono de Pea-
no. Hasta una isla tosca como la de la limina 93 empieza a adquirir sen-
tido intuitivo. Los delgados dedos de agua que la penetran no se pueden
contemplar ya como una marina, por exagerada que sea, sino como rfos
que se ramifican.

La ciencia que trata de los rios deberia llamarse potamologia (tér-
mino acufiado por Maurice Pardé, a partir de motaos (=rio) y A0yos).
Pero la costumbre ha incluido el estudio de los rios en la ciencia del
agua, la hidrologia, de la que echaremos mano muchas veces a lo largo
de este ensayo.

Los puntos miiltiples son inevitables en los drboles,
y por lo tanto también en los movimientos de Peano

Muchas propiedades matemadticas de 1as curvas de Peano se hacen
evidentes también de repente. Para explicar los puntos dobles, suponga-
mos que uno empieza en un punto de la orilla de un rio de un drbol flu-
vial de Peano y se mueve rio arriba o rio abajo, dando un rodeo alrededor
de cada rama (moviéndose cada vez mds rapido a medida que disminuye
el grosor de las ramas). No cabe duda de que a la larga uno acaba encon-
trandose en la orilla opuesta del punto de partida. Pero, como el rio limite
es infinitamente estrecho, uno regresa de hecho al punto de partida. Asi
pues, en una curva de Peano los puntos dobles son inevitables, no sélo
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desde el punto de vista ldgico, sino tambi¢n desde el intuitivo. Mds aun,
forman un conjunto denso.

Tambicén es inevitable gue algunos puntos sean visitados mas de dos
veees, pues en los puntos de confluencia de rios coinciden por lo menos
tres puntos de la ribera. Si todos los puntos de confluencia corresponden
s0lo a pares de rios, fa multiplicidad mayor que se da es tres. Por otra
parle, st se acepta que pueda haber puntos de multiplicidad superior uno
sc¢ puede arreglar perfectamente bien sin puntos triples.

Todas las afirmaciones de los pdrrafos anteriores han sido demostra-
das, pero, como las demostraciones son delicadas y dieron lugar a con-
troversias, las propiedades mismas parecen «técnicas». Aunque en reali-
dad lo cierto es lo contrario. ;Quién seria capaz de seguir discutiendo que
mi propio enfoque intuitivo es preferible al puramente 16gico?

Los rios de la curva de Peano no son formas estdndar, sino curvas
fractales. Esto es una suerte, especialmente para su aplicacion en mode-
lado, puesto que todas las razones aducidas en el capitulo 5 a favor de
que las curvas geograficas no son rectificables son aplicables también a
las riberas de Jos rios. De hecho, muchos de los datos de Richardson in-
cluyen fronteras que discurren a lo largo de rios. Los rfos también apare-
cen en la cita de Steinhaus (1954). En cuanto a las cuencas de drenaje
fluvial, se pueden rodear por curvas cerradas semejantes a las costas de
las islas, formadas por partes de la cuenca. Cada cuenca estd formada por
la yuxtaposicion de cuencas parciales y estd surcada por los propios rios,
pero las curvas que recubren porciones del plano y estian delimitadas por
curvas fractales presentan toda la estructura que nos hace falta para esta
descripcién.

Movimiento de Peano y perembaldosado

Toémese la curva de Peano original (lamina 93) y escribase t en la base
de numeraciéon N=9. Se tendrd una expresion de la forma o, 1, 7,... Los
tiempos cuyo primer «digito» sea el mismo estaran en el mismo noveno
del cuadrado inicial; de éstos, los que tengan el mismo segundo digito es-
tardn en el mismo 9%-avo, etc. Asi pues, el embaldosado de [0,1] en nove-
nos se traduce en un embaldosado del cuadrado, y ios novenos de las bal-
dosas lineales se traducen en los correspondientes novenos de las baldo-
sas planas. Y la propiedad del intervalo [0,1] de estar perembaldosado
(pag. 74}, esto es, de ser recurrente ¢ indefinidamente subdivisible en
baldosas semejantes a [0,1] y mds pequeiias, se traduce al cuadrado.
Otros movimientos de Peano alternativos, como los de Cesaro, Pélya y
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otros, aplican esta propiedad del intervalo en diversos perembaldosados
del triangulo.

En general, la mayoria de movimientos de Peano generan perembal-
dosados del plano. En el caso mas simple hay una base N y se empieza
con un perembaldosado lineal consistente en divisiones sucesivas en N-
avos. Sin embargo, el barrido del copo de nieve de las ldminas 102-103
precisa una division irregular del intervalo [0,1] recorrido por t en cuatro
subintervalos de longitud 1/9, otros cuatro de longitud 1/ o 3, uno de
Jongitud 1/9, dos de 1/9V3 y dos de 1/9.

Sobre lu medida de la distancia por el drea

Las relaciones donde la longitud y el drea intercambian su papel son
tipicas del movimiento de Peano, especialmente cuando éste es isomé-
trico, esto es, cuando un intervalo de tiempo [, t,]se aplica sobre un
drea igual a la longitud |t) —1,). (La mayoria de movimientos de Peano
son isométricos y perembaldosantes, pero se trata de propiedades distin-
tas.) Si Hamamos intervalo de Peano plano a la imagen del intervalo de
tiempo |1, t,], tendremos que, en vez de medir distancias por medio del
tiempo, podremos hacerlo mediante el drea. Nos encontramos, sin em-
bargo, con una complicacién crucial, pues los puntos que estan uno
frente a otro en riberas opuestas de un rio coinciden en el espacio y son
visitados varias veces.

La definicion de la «distancia de Peano» debe tener en cuenta el or-
den de las visitas. Si denotamos por t’, y £°, los instantes de los primeros
pasos por los puntos P,y P,, y port”, y ’’, los de las Gltimas visitas, de-
finiremos el intervalo de Peano por la izquierda L{P,, P,} como la apli-
cacion de |1, ’,] y el intervalo de Peano por la derecha R{ P, P,}, como
la aplicacion de [, 1”,]. Las longitudes de dichos intervalos permiten
definir la distancia por la izquierda y \a distancia por la derecha como
IL{P,, P,}I=l -, ly IR {P,, P,}]=11t",-1",l. Estas distancias son aditi-
vas, en el sentido de que si tres puntos P,, P, y P, estdn ordenados por la
izquierda, seguin el orden de los primeros tiempos de paso, se tiene

IL (P, P\H=IL{P, P}I+IL {P,, P}l

Otras definiciones alternativas de distancia distinguen entre os pun-
tos del rio y de la cuenca. Denétese por £ y 7 los instantes de las visitas
primera y Gltima a P. P es un punto del rio si los limites de la imagen de
|7, 7] son Py la cuenca. Las visitas sucesivas de P estdn una frente a
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otra en algdn rio. P> es un punto de la cuenca st la imagen de [¢°, 1] estd
delimitada por Py ¢l rio,

Ademis, si hemos representado una curva de Peano como la playa
comtin a un drbol tluvial y su correspondiente cuenca, entre los caminos
que enlazan P, con P, sobre los rios (o, alternativamente, sobre las cuen-
cas) hay un camino minimo comun. Parece razonable usar este camino
para medir la distancia entre P, y P,. Salvo en casos excepcionales, la di-
mension D de los r{os y las cuencas tiene un valor comprendido estricta-
mente entre 1 y 2, por lo que ese camino minimo no se puede medir con
la longitud ni con el drea. sino que en los casos tipicos tiene una medida
de Hausdorff no trivial con dimensién D.

MaAs. Nuevas e importantes consideraciones sobre los movimientos
de Peano se encontraran en los pies de figura que vienen a continuacion.
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FIG. 93. Una construccion cuadrangular de Koch con dimension
D=2: la curva de Peano original, un barrido del cuadrado.

La curva de Peano de esta }4mina es la original. El algoritmo increible-
mente conciso de Giuseppe Peano fue plasmado graficamente en Moore
(1900) —a quien atribuyo injustificadamente el mérito en mi Fractals de
1977—. Esta lamina gira 45° la curva de Peano, convirtiéndola en una curva
de Koch en el sentido més estricto: el generador se coloca siempre del mismo
modo sobre los lados del teragono obtenido en el estadio anterior.

El iniciador es el cuadrado unidad (que en la figura aparece en negro} y el
generador es

93




Como el generador tiene puntos de autocontacto, las islas de Koch finitas
que resultan son conjuntos de cuadrados negros que semejan un scctor de un
tablero de ajedrez inlinito. El n-ésimo terdgono de Koch es una cuadricula de
lado iy = 3" que Hena un cuadrado de drea 2. Dicho llenado es mds ajustado a
medida que k -» oo, Basta con un ejemplo (que en la ldmina estd junto al cua-
drado negro de partida) para que el lector se haga idea de un dibujo tan soso.

Lin las tres ilustraciones de 1a parte superior de la pagina 93 se evita la ambigiiedad
de los puntos dobles recortando las esquinas de modo que el drea total sea la misma.

A la misma escala, el cuarto estadio de esta secuencia sélo permitiria ver un
cuadrado gris al 50%, pero un dibujo mayor de un cuarto de la costa se puede seguir
sin perderse (aunque uno corra el riesgo de marearse). Nos muestra graficamente
qué se quiere decir cuando se afirma que la curva de Koch limite llena el plano.

Habria estado bien poder definir una isla limite, como en el caso de las is-
las de Koch del capitulo 6, pero en este caso resulta imposible. Es casi seguro
que un punto elegido al azar pasa continuamente de estar en tierra firme a estar
en el mar. Los terdgonos avanzados estdn tan profunda y uniformemente pene-
trados por golfos y rios que un cuadrado de lado x, tal que n<<x<<l1, se com-
pone de agua y tierra firme practicamente al 50 %.

INTERPRETACION. La curva limite de Peano establece una aplicacidn conti-
nua entre la recta y el plano. El hecho de que los autocontactos sean matemdti-
camente inevitables es algo cldsico, pero el hecho de gque esto tenga interés en
la modelizacién de la naturaleza es una innovacion de esta obra.

ORDEN DE LARGO ALCANCE. Alguien que no conociera la cascada descen-
dente que hemos seguido para construir nuestras curvas de Peano finitas se que-
daria perplejo ante el extraordinario orden de largo alcance que presentan y que
les permite evitar las autointersecciones y también los autocontactos. El menor
desliz haria que tanto las unas como los otros fueran altamente probables.

1Y la relajacién total de la disciplina harfa que la repeticion indefinida de
las autointersecciones fuera casi segura, pues un movimiento de Peano total-
mente indisciplinado es el movimiento browniano, que hemos mencionado en
el capitulo 2 y que estudiaremos en el capitulo 25.

[} TEOREMA DE LIOUVILLE Y ERGODICIDAD. En mecdnica se representa el es-
tado de un sistema complejo por medio de un punto en un «espacio de fases».
Al evolucionar de acuerdo con las ecuaciones del movimiento, cada dominio
de este espacio se comporta de modo que su medida (hipervolumen) perma-
nece constante (teorema de Liouville), pero su forma cambia, dispersandose y
Henando todo el espacio que le es accesible con una uniformidad cada vez ma-
yor. Ambas caracteristicas se dan en el comportamiento del dominio pintado
en negro de la construccion de Peano que hemos presentado aqui. Resulta pues
interesante profundizar un poco mds, observando que en muchos sistemas «di-
ndmicos» simplificados en los que se puede realizar un estudio detallado, cada
dominio se dispersa transformdndose en una banda cada vez mds larga y del-
gada. Seria interesante ver si, por el contrario, la dispersién de otros sistemas
qunciona segun drboles como los de Peano. 1
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D =2: barridos triangulares de Cesaro y Polya, y otras variantes.

El generador mds simple que se puede imaginar estd formado por
N=2 segmentos iguales formando un dngulo 0 tal que 90° <0< 180°. EI caso
1imite §=180° genera un segmento rectilineo; el caso 6=120° (ilustrado al pie
de la ldmina 71) da lugar (entre otras) a la curva triddica de Koch. El caso Ii-
mite 8=90° es

-
[ r=1/N2

l

Este generador da lugar a una extraordinaria variedad de curvas de Peano, segiin
cudles sean el iniciador y la regla de colocacién del generador sobre los lados del te-
rigono precedente. En las ldminas 96 a 1(0) se examinan unos cuantos ejemplos.

1 Ademads, en el capitulo 25 se obtiene ¢l movimiento browniano aleatori-
zando la clase de todas las curvas de Peano con estas mismas Ny r. |

BARRIDO TRIANGULAR DE POLYA. El iniciador es [0,1}, el generador el
mismo de mds arriba, y se va disponiendo alternativamente a derecha y a iz-
quierda del terdgono. La primera posicion se va alternando también. Los pri-
meros estadios de la construccién son los siguientes

N=9
r=1/3
D=2

o—

Los terdgonos son fragmentos de una cuadricula contenida en el interior de un
tridngulo rectangulo is6sceles de lado [0,1]. La curva limite barre dicho tridngulo.

FIG. 96. BARRIDO DE POLYA DE UN TRIANGULO RECTANGULO NO ISOSCELES. El
generador se ha cambiado por dos segmentos desiguales y ortogonales. Se
deja como ejercicio para el lector adivinar el procedimiento seguido para evi-
tar los puntos de autocontacto.

BARRIDO TRIANGULAR DE CESARO. El iniciador es [0,1], el generador es el
mismo de antes y los dos primeros pasos de la construccion son los siguientes
(para mayor claridad, el dibujo se ha hecho con 8=85° en vez de 0=90°).
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Como resulta patente, en todos los pasos impares ¢l generador se coloca a
la derccha, con lo que ¢l terdgono resultante es un enrejado de lineas paralelas
a las diagonales del generador. En los estadios pares de la construccion, el ge-
nerador se coloca a la izquierda, y el terdgono resultante es una cuadricula pa-
ralela a los lados del iniciador. Asintéticamente esta curva llena el tridngulo
rectangulo isosceles de hipotenusa [0,1].

%
PANYA

208
a2

FiG. 97. Esta lamina representa un barrido cuadrangular obtenido por yux-
taposicion de los barridos de Cesaro iniciados con [0,1] y [1,0]. (Para mayor
claridad. hemos tomado otra vez 8=85° en vez de 90°.)

AUTOSOLAPAMIENTO. Cada intervalo de las cuadriculas recubiertas por los
teragonos de Cesaro es repasado dos veces. Ademds de tener puntos de auto-
contacto, esta construccién presenta autosolapamiento.

«EFICACIA» DEL LLENADO DEL PLANO. UNA PROPIEDAD EXTREMAL DE LA DIS-
TANCIA DE PEANO-CESARO. La curva de Peano de la ldmina 93 aplica [0,1] en el
cuadrado de diagonal [0,1] y drea 1/2. La curva de Pélya recubre la misma
drea. Pero la curva de Cesaro barre un tridngulo rectingulo isdsceles de hipote-
nusa [0,1] y drea 1 / 4. Para recubrir el mismo cuadrado, Cesaro debe unir las
aplicaciones de [1,0] y [0,1]. Por tanto, la curva de Cesaro es la menos «efi-
caz» de las dos. De hecho, es la menos eficaz de las curvas de Peano sin au-
tointersecciones que se pueden trazar sobre una cuadricula. Esto la dota de una
virtud compensadora: la distancia de Peano por la izquierda o por fa derecha
(véase la pag. 91) entre dos puntos P, y P, es mayor o igual que el cuadrado de
la distancia euclidea:

IE(P,, PYIZIP, PR IR(P,, P,) 1 21P PP

En otras curvas de Peano la diferencia entre las distancias de Peano y eu-
l clidea puede tomar un signo u otro.
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EL PROBLEMA DE KAKUTANI-GOMORY. Escogiendo M puntos P, del cua-
drado [0, {], Kakutani (comunicacién oral) estudia la expresion infZIP, P, | 1%,
donde el infimo se toma con respecto a todas las cadenas que unen la sucesion
de los P, Demuestra que inf<8. pero conjetura que esta cota superior no es la
| Optima. Y asi es, R.E. Gomory (comunicacion oral) obtiene una cota mejor: inf
<4. En su demostracion usa la curva de Peano-Cesaro y procede del modo si-
guiente: (A) Afiddanse Jas cuatro esquinas del cuadrado si no se encuentran ya
entre los £,. (B) ordénense los M puntos P, segtn las primeras visitas en la
cadena de las cuatro curvas de Peano-Cesaro dibujadas en el interior del cua-
- drado (construidas tomando los lados como iniciadores); (C) nétese que la
prolongacion de la cadena realizada en (A) no hace disminuir ZIP, P, , 1%
(D) nétese también que no hay disminucién si sustituimos cada sumando
PP, . \Fporl&Z,Z, . )l (E)nétese por fin que ZI£(Z,Z, , )I=4. Si se hubie-
ran usado otras curvas de Peano, los pasos (B) y (D) de la demostracién no ha-
brian sido validos.




VhFrlGS. 9y 100.  Un barrido cuadrangular y el barrido del ;ra;,;on

Aqui ¢l generador es el mismo que en las ldminas 96 y 97, pero unos cuan-
tos cambios aparentemente simples en las reglas de construccién tienen conse-
cuencias importantes.

UN U1L1IMO BARRIDO CUADRANGULAR DE PEANO. El iniciador es [0,1], y los |
estadios segundo, cuarto y sexto de la iteracion son ahora 1

y Il:ljw

EFICACIA. UNA PROPIEDAD EXTREMAL. Esta curva lena un dominio de drea I,
en tanto que las curvas de las ldminas 96-97 y la curva dragén de mas abajo
solo cubren dreas de 1/2 o 1/4. Si los terdgonos se adaptan a una cuadricula
ortogonal, el drea barrida no puede ser mayor que 1. Este valor maximo se al-
canza siempre que los terdgonos sean autoevitantes. Dicho de otro modo, la
ausencia de autocontactos tiene una importancia mayor que la meramente esté-
tica, y una curva con puntos de autocontacto en [a que éstos se evitan mediante
recortes, como en la ldmina 93, no es equivalente a una curva de Koch autoevi-
tante.

St se toman los terdgonos impares de este barrido cuadrangular y se unen
los puntos medios de los lados consecutivos, de modo que se eviten fos puntos
de autocontacto, se obtiene una curva de Peano ideada por Hilbert.

FiG. 100.  UNA CURVA QUE BARRE UN TRAPECIO RECTANGULO. Se cambia el
generador por otro formado por dos segmentos desiguales y perpendiculares.
El procedimiento para evitar los autocontactos es el mismo que en la ldmina
anterior.

EL DRAGON DE HARTER-HEIGHTWAY. (Véase Gardner, 1967, Davis y Knuth,
1970.) El iniciador es aqui {0,1] y el generador es el mismo de antes, pero se va
alternando entre la derecha y la izquierda del teragono. La tnica diferencia con
el barrido triangular de Polya es que la primera posicion siempre cae a la dere-
cha del terdgono en todos los pasos de la iteracidn. Los primeros estadios son
los siguientes

Las consecuencias de este cambio son espectaculares, y un estadio avan-
zado de la iteracién presenta este aspecto
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En esta tlustracion la curva en si resulta indistinguible y lo que vemos es el
contorno, que llamamos curva dragon. Por tanto, la curva de Peano merece el
nombre de barrido del dragon. Al igual que todas las curvas de Koch inicia-
das con [0,1], el dragdn s autosemejante. Ademds, se aprecia una segmenta-
cion tal que los segmentos, semejantes entre si pero no al conjunto del dragon,
estdn enlazados por cinturas de avispa. \

DRAGONES SIAMESES. En Fractals (1977) se sefialaba que, con las mismas
reglas de construccion del dragdn, un iniciador mds natural es [0,1] seguido de
[1,0], y la forma barrida resultante recibia el nombre de dragones siameses.
Esta forma tiene varias representaciones (Knuth, 1980). Presenta el siguicnte
aspecto (uno de los dragones estd en negro y el otro en gris).
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RIO DE LOS DRAGONES SIAMESES. St se borran las corrientes proximas a la
fuente (en aras de una mayor legibilidad), el drbol fluvial de los dragones sia-
meses presenta este aspecto.
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Los dragones siameses se pueden embaldosar mediante replicas reducidas
de si mismos, tal como muestra la figura.




LA PIEL DI LOS DRAGONES SIAMESES. Se trata de una curva de Koch con ¢l

generador

D~1,5236

Las longitudes de los segmentos corto 'y largo son, respectivamente,
r=1/2Y2y r,=t/N2=r,". Con lo que la funcién generatriz de la dimension es
(LN 21202y = 1, y L cantidad 2772 es una raiz de x' - x*—2=0.
DRAGONES ALTERNADOS. {Davis y Knuth, 1970) Tomese una sucesion infi-
nita cualquiera x,, x,,..., en la que cada x, puede tomar los valores 0y 1,y
tsese ¢l valor de x, para determinar la primera posicién del generador en el k-
¢simo estadio de La iteracion, de modo que para x, =1 el primer generador se
orienta hacia la derecha, mientras que para x, =0 se orienta hacia la izquierda.
Cada sucesion genera un dragén alternado distinto.
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Figs. 100y 103 Los barridos en copo de nieve: Nuevas curvas y dr-
boles de Peano (dimensiones del vio y la cuenca D~ 1,2018)

Estas [aminas ilustran una familia de curvas de Peano de mi invencion. Re-
llenan el copo de nieve original de Koch (ldimina 73). con lo que se relacionan
dos monstruos cldsicos que datan de 1900.

Una virtud mds importante es que basta con una mirada para documentar uno
de los temas principales del presente ensayo: las curvas de Peano no son, ni mu-
cho menos, monstruos matematicos sin una interpretacidn concreta. Si no tienen
autocontactos, presentan una serie de arboles conjugados fiacilmente visibles e in-
terpretables. En una primera aproximacion, son buenos modelos de los rios, las
cuencas fluviales, los drboles de la botanica y los sistemas vasculares humanos.

De rebote, obtenemos una manera de embaldosar el copo de nieve con co-
pos desiguales.

GENERADOR DE SIETE SEGMENTOS. Sea [0,1] el iniciador, y sean el generador
y el segundo estadio de la construccion

2% -

Concretando mas, denotemos por S el generador de arriba, al que llamare-
mos directo, y definamos el generador inverso F como la imagen especular de
S segiin la vertical x=1/2. En cualquier estadio de la construccidn del barrido
del copo de nieve se puede escoger libremente el generador F o el S. Por tanto,
cada sucesién infinita de F'y S da un barrido distinto del copo de nieve.
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REDONDEO DE LOS TERAGONOS. Las Iineas quebradas suelen parecer toscas,
pero se puede dar a los terdgonos del barrido del copo de nieve una apariencia
mas «nhatural» e isotropa si se redondea cada segmento sustituyéndolo por un
sexto de circunferencia.

LAMINA 73. Ya en la lamina 73, y con la idea de tener un sombreado de
tondo ondulante, hemos presentado un terdgono avanzado de un barrido de
copo de nieve de siete segmentos, redondeado y rellenado. Mirdndolo de
nuevo, evoca una corriente de Hquido pasando junto a un contorno fractal, y
los remolinos entre dos corrientes paralelas con velocidades distintas.

GENERADOR DE TRECE SEGMENTOS. Modifiquemos ahora el anterior generador
de 7 segmentos sustituyendo la quinta pata por una réplica del total a tamaiio redu-
cido. Dicha réplica se puede colocar tanto en posicién S como F. En este dltimo
caso, el generador y el segundo estadio de la iteracion presentan el siguiente aspecto

LAMINA 102. Este terdgono avanzado, como frontera entre dos dominios
fantasticamente entrelazados, vale mas que cualquier nimero de palabras para
explicar qué significa llenar un dominio plano,

LAMINA 103. Redondéese el anterior generador de 13 segmentos y higase
lo propio con la curva del copo de nieve. El resultado, al cabo de unos pocos
pasos en la construccion, es el que se muestra en la lamina 103,

DIMENSIONES DE LOS Ri0s. En la curva original de Peano, cada rio por sepa-
rado tiene Jongitud finita y, por lo tanto, su dimensién es 1. Aqui cada rio tiene
dimension log 4/log 3. Para alcanzar la dimensién D=2 hay que tomar todos
los rios a la vez.
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FiGs. 104 y 105.  La curva de Peano-Gosper. Sus drboles v sus
parientes de Koch (dimensiones del rio y la cuenca D~ 1,1291)

VOLVAMOS A LA LAMINA 74. Las lineas quebradas delgadas de csta lamina,
que no hemos comentado en su momento, representan los primeros estadios
(del primero al cuarto) de una curva debida a Gosper (Gardner 1976). Se trata
de la primera curva de Peano autoevitante construida por ef método de Koch
sin otros aditamentos.

El iniciador es [0,1] y el generador es

D=2
1/r=N7
D=2

St hacemos girar el generador en sentido contrario al de las agujas del reloj
hasta situar el primer tramo en posicion horizontal, se ve que tiene la forma de
un reticulo triangular, con 7 de los 3 X7 enlaces ocupados. Esta caracteristica
hace extensiva a los reticulos triangulares una propiedad que hemos discutido
para los cuadrangulares las figuras 99 y 100.

Una vez visto cémo esta curva de Peano llena la curva de Koch de la 13-
mina 74, se puede explicar la idea del grosor variable de las lineas de la lamina.
74: representa el quinto estadio de la construccién de la curva de Gosper.

LAMINA 104, 1ZQUIERDA. Representa el cuarto terdgono de la curva de Gos-
per como frontera de las zonas blanca y negra.

LAMINA 104, DERECHA. CUENCAS Y ARBOLES FLUVIALES. Se han dibujado los
rios y las cuencas siguiendo las lineas medias de los «dedos» blancos y negros
de la figura de la izquierda.

PARTE SUPERIOR DE LA LAMINA 105. Partiendo de las cuencas y drboles flu-
viales de la derecha de la ldmina 104, se han dibujado de nuevo las lineas de
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acuerdo con su importancia relativa en el esquema de Horton-Strahler (Leo-
pold, 1962). En este cjemplo se ha dado a los enlaces que forman los rios y las
cuencas una anchura proporcional a sus longitudes en linea recta. Los rios van
cn negro y las cuencas en gris.

DiMENSIONES. Cada curva de Peano determina la D de su propia frontera.
En las 1dminas 93 y 96 sc trataba simplemente de un cuadrado. En otras ldmi-
nas posteriores ha sido la piel de un dragdn, y luego una curva en copo de
nicve. En este caso se trata de un fractal con D~ 1,1291.

Francia. Cualquiera que en sus tiempos de escolar haya echado una mi-
rada a un mapa que represente los rivs Loira y Garona no se sentird demasiado
lejos de casa.

PARTE INFERIOR DE LA LAMINA 105. ARBOL FLUVIAL CONSTRUIDO DIRECTA-
MENTE POR UNA CASCADA DE KOCH. Cuando el mismo generador ya tiene forma
de drbol, genera un drbol. Témese, por ejemplo, el generador

Se obtiene una manera alternativa de drenar la curva de Koch de la ldmina
74. (Se han recortado las ramas ltimas y mas cercanas a las «fuentes».)
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FiGs. 107 y 108, Arboles fractales que llenan el plano, copo deforme ]
¥ cuarteto.

[Los drboles «fluviales» que llenan un dominio plano deducidos a partir de
algunas curvas de Peano se pueden obtener también por iteracion directa. La
clave consiste en tomar el propio generador en forma de drbol. Tenemos un
¢jemplo trivial en el caso del generador formado por cuatro patas dispuestas en
forma de signo +. De este modo se obtiene el arbol fluvial de la curva de Peano
Cesaro (lamina 97).

Copo DEFORME. Tenemos un ejemplo mejor tomando el iniciador [0,1] y ¢l
generador siguiente

N=3
1/r=+3
D=2

Empezamos por notar que cada rio en particular es generado por desplaza-
miento del punto medio, como en la ldmina 71. Por lo tanto, cada rfo asintético
tiene dimensién D=log 2/1ogV3=log 4/log 3. Esto es, el valor ya conocido de
la dimensién del copo de nieve. Pero ahora no se trata de un copo de nieve,
pues la colocacion de los generadores sucesivos sigue una regla distinta.

Con objeto de dejar lugar para los rios, hay que alternar el generador a de-
recha e izquierda. Con ello, la simetria del copo de nieve queda contrahecha, y
por ello llamamos copo deforme al dominio drenado por estos rios.

Consideremos ahora el drbol tluvial. Sus terdgonos no se autosolapan, pero
irremediablemente presentan autocontactos. Este rasgo de la variante asintd-
tica es inevitable y también perfectamente aceptable, pues expresa a la perfec-
cion el hecho de que varios rios puedan nacer del mismo punto. Sin embargo,
veremos mas adelante cémo los terdgonos de los rios pueden evitar los auto-
contactos. Debido a estos autocontactos, el terdgono de los rios que estamos
considerando es un pedazo de papel ilegible con una cuadricula hexagonal, li-
mitado por un fractal aproximado.

PARTE SUPERIOR DE LA LAMINA 108. El aspecto general del arbol fluvial re-
sulta mas aparente si se borran todos los segmentos de rio que estdn en con-
tacto con una fuente y se marca el rio principal con un trazo mas grueso. El
drea drenada por este arbol es \/3/2~0,8660.

BARRIDO DEL COPO DEFORME. Dibujese ahora una curva de Peano con un
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iniciador en torma de A 'y un generador en forma de Z con los tres trazos igua-
les y formando un dngulo de 60°. Se trata del caso extremo, para M =3, de la
familia de generadores usados en las ldminas 74 y 75, pero es muy distinto de
todos los demds casos. Estd estudiado en Davis y Knuth (1970).

Se puede comprobar que el drbol fluvial correspondiente a esta curva no es
otro que el que acabamos de dibujar directamente. Los lados del iniciador tie-
nen longitud | y la curva de Peano correspondiente barre un drea igual a V3/6
~(),2886 (;vaya ineficacia!).

CUARTETO. A continuacién consideraremos otra curva de Koch y tres cur-
vas que la llenan: una es una curva de Peano y las otras dos, drboles. Dichas
curvas, disefiadas por mi, ilustran otro tema de interés.

Témese el iniciador [0,1] y el generador siguiente

N=5
1/r=vG5
D=2

La frontera de estas curvas converge a una curva de Koch de dimensién
D=log 3/10g\/5 =1,3652. En el centro de la 1dmina 76 se pueden ver terdgonos
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avanzados de esta curva de Peano y su frontera. Las llamo ¢/ cuarteto. Cada
«jugador», y la mesa entre ellos, estdn perembaldosados.

El interior del cuarteto es drenado, por supuesto, por su propio drbol fluvial
intrinseco, aunque se pueden obtener formas de encadenado completamente
distintas con cualquiera de los generadores siguientes

s

El generador de la izquierda da lugar a teragonos con autocontactos, como
en el primer ejemplo de este pie de figura, y el drea drenada es 1/2. El genera-
dor de la derecha produce terdgonos sin autocontactos y el drea drenada es 1.
En la parte inferior de la ldmina 108 se muestra un terdgono avanzado.
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8
Sucesos fractales y polvos de Cantor

El principal objetivo de este capitulo es que el lector se familiarice
sin demasiado esfuerzo con otro objeto matemdtico que ordinariamente
se considera patoldgico, el polvo de Cantor C. Este y otros polvos pareci-
dos que describiremos tienen dimensiones fractales comprendidas entre
Oyl

Al estar formados por puntos sobre una recta son faciles de estudiar.
Ademds, ayudan a introducir de la forma mds simple varios conceptos
centrales referentes a las fractales que, al haber sido tan poco utilizados
en el pasado, no han recibido nombres especificos. Primero se da un sig-
nificado técnico a la palabra polvo, sindénimo informal de conjunto de di-
mension topolégica D, =0, al igual que «curva» y «superficie»
denotan conjuntos de dimension topolégica D=1y D, =2. Otras
voces nuevas serdn codgulo, hueco y trema, y las explicaremos mds ade-
lante.

Ruido

Para un profano, ruido es un sonido demasiado fuerte, sin un ritmo
agradable o pauta, o que intertfiere con otros sonidos mas deseables.

OPartridge (1958) afirma que el término noise (ruido) «se deriva del
latin nausea (relacionado con nautes =marinero); el enlace semdntico ha-
bria que buscarlo en el ruido que hacia el pasaje de un barco antiguo gi-
miendo y vomitando durante el mal tiempo». (El Oxford English Dictio-
nary no esta tan seguro de elio.)k.

Por lo que respecta al significado del término en la fisica contempora-
nea, no es tan pintoresco ni tampoco tan preciso: es un sinénimo de fluc-
tuacion al azar o de error, independientemente de cudl sea su origen y
cémo se manifieste. En este capitulo se introduce C mediante el caso de
un ruido esotérico pero simple.
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Los errores en las lineas de transmision de datos

Un canal de transmision es un sistema fisico que conduce la electrici-
dad. Ahora bicn, la corriente eléctrica es susceptible de ruido esponta-
nco. La cahdad de la transmisién depende de la probabilidad de error de-
bida a la distorsién, que depende a su vez de las intensidades relativas de
la sefial y el ruido.

Este capitulo se ocupa de canales que transmiten datos informadticos y
utilizan sefiales muy intensas. Es importante el hecho de que la sefial sea
discreta, pues la distribucién de errores reduce la distribucién de ruido,
por asi decirlo, a su esqueleto. La funcién de ruido puede tomar diversos
valores, mientras que el error es descrito por una funcién que sélo puede
tomar dos valores. Podria ser, por ejemplo, la funcién del indicador, que
es () cuando no hay error en el instante ¢, y | cuando s lo hay.

Los fisicos son maestros en lo que concierne a la estructura de los rui-
dos que predominan en el caso de sefiales débiles, el ruido térmico, por
ejemplo. Sin embargo. en el problema que acabamos de describir, la se-
fial es tan fuerte que los ruidos clasicos son despreciables.

Los ruidos excedentes no despreciables son fascinantes y dificiles de
tratar, pues se sabe muy poco de ellos. En este capitulo estudiaremos un
ruido excedente que, hacia 1962, tuvo importancia prictica para la elec-
trotecnia, por lo que se indic6 un cierto esfuerzo a investigar el problema.
Mi contribucién a estas investigaciones fue la primera situacién concreta
en la que experimenté la necesidad de usar los fractales. Por aquel enton-
ces nadie podia imaginar ni remotamente que un estudio minucioso de
ese modesto problema de ingenieria fuera a llevarnos tan lejos.

Rdfagas y huecos

Sometamos los errores a un andlisis cada vez mis refinado. Un ligero
examen muestra la presencia de periodos en los que no se da ningiin
error. Llamemos «huecos de orden 0» a estos periodos de remision, si su
duracién es superior a una hora. Por contra, cualquier intervalo de tiempo
flanqueado por huecos de orden 0 queda singularizado como una «rdfaga
de errores de orden 0». Un anilisis tres veces mds fino revela que la ra-
faga original es a su vez «intermitente», esto es, que hay unos huecos
mds cortos «de orden 1», de unos 20 minutos de duracién o mds, que se-
paran rafagas, también mds cortas, «de orden 1». Del mismo modo, cada
una de éstas contiene varios huecos «de orden 2», de unos 400 segundos
de duracién, intercalados entre rifagas «de orden 2», y asi sucesiva-
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mente, de modo que cada estadio estd formado por huecos y rafagas tres
veces mas cortos que el anterior. La ldmina 117 presenta una ilustracion
aproximada de todo el proceso. (Aunque de momento no hay que hacer
demasiado caso al pie de figura.)

La descripcidn anterior nos sugiere una propiedad de las posiciones
relativas de las rdfagas de orden k contenidas en una rafaga de orden
k—1. Parece que la distribucion de probabilidad de dichas posiciones re-
lativas no tenga que depender de k. Esta invariancia es un ejemplo claro
de autosemejanza, y la dimension fractal no puede andar lejos, pero no
nos precipitemos. Los diversos casos que se tratan en este ensayo preten-
den, entre otras cosas, sacar temas nuevos o clarificar otros ya conocidos.
Con esta idea, parece mds apropiado prescindir del orden histérico e in-
troducir un tema nuevo a partir de una variante no aleatoria del modelo
estocastico de Berger y Mandelbrot para los errores (capitulo 31).

Un modelo aproximado de las rdfagas de errores:
el polvo fractal de Cantor C

En la seccion anterior se ha construido el conjunto de errores a partir
de una linea recta, el eje de tiempos, a la que se van arrancando huecos
sin errores cada vez mds cortos. Aunque este procedimiento pueda ser
poco habitual en las ciencias de la naturaleza, la matemética pura lo ha
utitizado ya, por lo menos desde Georg Cantor (Hawkins, 1970, en espe-
cial pag. 58).

En Cantor (1883) el iniciador es el intervalo cerrado [0,1]. El adjetivo
«cerrado» y los corchetes indican que los extremos estan incluidos; esta
notacion se usé ya en el capitulo 6, pero hasta ahora no ha sido necesario
explicitarla. EI primer estadio de la construccion consiste en dividir [0,1]
en tres partes y extraer el tercio central abierto, denotado por |1/3, 2/3].
El adjetivo «abierto» y los corchetes invertidos indican que se excluyen
los extremos. A continuacién se quitan los tercios centrales abiertos de
cada uno de los N=2 tercios restantes, y asi sucesivamente.

El conjunto C resultante se llama, bien diddico, por el hecho de que
N=2, bien triddico o ternario, por el hecho de que [0,1] se subdivide en
tres partes. ‘

En general, el nimero de partes se llama base y se denota por b. Asi
la razon entre cada N-ésimo del conjunto y el todo es r=1/b. C se llama
también discontinuo de Cantor, y yo sugeriré la denominacién polvo
fractal de Cantor. Como cada punto del eje de tiempos sefiala un «su-
ceso», C es una sucesion fractal de sucesos.
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Codgulo, tremas v suero

El procedimiento de Cantor es una cascada, por usar un término que
Lewis Richardson aplicé a la turbulencia, y que ya tomamos prestado en
el capitulo 6 para referirnos a las costas y a la curva de Koch. Un «mate-
rial» uniformemente distribuido sobre un iniciador [0,1] es sometido a un
remolino centrifugador que lo manda a los tercios de los extremos.

El tercio central arrancado de {0,1] para formar un hueco se denomina
en lo sucesivo generador de tremas. En esta seccion se acufia este neolo-
gismo a partir de TREMA, que significa agujero y esta en cierto modo em-
parentada con el latin rermes=termita. Acaso sea la palabra griega mas
corta a la que todavia no se le ha dado un significado cientifico impor-
tante.

En el presente contexto, las tremas y los huecos coinciden, pero no
serd asi en otras situaciones que encontraremos mas adelante, por 1o que
son necesarios dos términos distintos.

Al vaciarse una «trema de primer orden», el material total se conserva
y se redistribuye uniformemente sobre los tercios extremos, que Ilamare-
mos pregrumos. Luego vienen dos remolinos centrifugos y repiten la
misma operacion con los dos intervalos [0,1/3] y [2/3,1]. El proceso con-
tinda como una cascada de Richardson y, en el limite, converge hacia un
conjunto que llamaremos codgulo. Si la duracion de cada estadio es pro-
porcional al tamafio de los remolinos, el proceso total tiene una duracion
finita.

Paralelamente, propongo el término suero para denotar el espacio que
no estd ocupado por el codgulo.

Sugiero también que esas palabras se usen con un sentido fisico, ade-
mas de matematico. Asi, el proceso de coagulacion denotard una cascada
de inestabilidades que produzca una contraccion, y el codgulo seré el vo-
lumen en el que se concentra una caracteristica fisica como resultado de
dicho proceso.

Obsérvense las asociaciones libres siguientes: codgulo — queso — le-
che — Via Lactea — Galaxia (yoda=leche) — galaxias. Acuiié el término
curdling (codgulo) cuando trabajaba con galaxias, y las connotaciones eti-
moldgicas de «curdling galactico» no me pasaron desapercibidas.

Corte externo y polvos de Cantor extrapolados

Como preludio de la extrapolacién de C, recordemos un aspecto his-
torico. Cuando Cantor introdujo el conjunto C apenas se apart6 de su
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tema original. el estudio de las series trigonométricas. Como dichas sc-
ries se ocupan de las funciones periddicas, la tinica extrapolacién posible
es la repeticion indefinida. Recordemos ahora las expresiones corte inte-
rior y exterior, que se explican por si mismas. y que en el capitulo 6 se
tomaron prestadas de la teorfa de la turbulencia. Son los tamafios € y Q
de los rasgos menor y mayor, respectivamente, presentes en el conjunto.
Se puede decir que Cantor se limité al caso Q= 1. En el k-ésimo estadio
de la iteracion se tiene que £=3*, pero. para C, e=(). Para obtener cual-
quier otro Q <eo (por gjemplo 21, como corresponderia a una serie de
Fourier) se dilata el polvo de Cantor periddico en un factor €.

Sin embargo, la autosemejanza, que es una caracteristica muy apre-
ciada en este ensayo, se pierde con la repeticién. Aunque se puede recu-
perar facilmente st el iniciador se usa s6lo en la extrapolacion y ésta sigue
una cascada inversa o ascendente. El primer estadio dilata C en un factor
1/r=3, situdndolo en [0,3]. El resultado es el propio C y una réplica de si
mismo separada de C por una nueva trema de longitud 1. En el segundo
estadio. el resultado del primero se dilata también en un factor 3 y queda
situado en la posicion [0.9]. El resultado es C, mds tres réplicas de si
mismo, separadas por dos tremas de longitud | y una de longitud 3. La cas-
cada ascendente continda, dilatando C en factores sucesivos de la forma 3%

Si se prefiere, se pueden realizar alternativamente dos estadios de in-
terpolacion y uno de extrapolacion. De este modo, cada serie de tres pa-
sos multiplica el corte exterior € por 3 y el interior € por 9.

[ En este polvo extrapolado, el cje negativo esta vacio, es una trema
infinita. El concepto subyacente se comentard mds adelante, en el capi-
tulo 13, cuando ataquemos el problema del continente (infinito) y el ra-
cimo infinito. I

Dimensiones D comprendidas entre Oy |

El conjunto que resulta de estas extrapolacion e interpolacidén infini-
tas es autosemejante y

D=log N/log(1/r)=log 2/log 3~0,6309.

que es una fraccion comprendida entre O y 1.

Con otras reglas de coagulacion distintas se pueden obtener otras D,
de hecho, cualquier valor entre O y | es alcanzable. Si la trema del primer
estadio tiene longitud 1-2r, con 0<r<1/2, entonces la dimensién es
log 2/1og(1/r).
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Se puede tener una mayor variedad dejando que N=2. Para los con-
juntos con N=3 y r=1/5, obtenemos

D=log 3/log 5~0,6826.
Para los conjuntos con N=2y r=1/4, se tiene
D=log2/log4=1/2.
Para conjuntos con N=3y r=1/9, se tiene también
D=log 3/log 9=1/2.

Aunque tengan la misma D, los dos ultimos conjuntos tienen «aspec-
tos» muy distintos. Volveremos sobre esta apreciacion en el capitulo 34,
y reflexionando sobre ella llegaremos al concepto de lagunaridad.

Notese también que hay por lo menos un polvo de Cantor para cada
D< 1. Ademas, de Nr<1 se sigue que N<1/r, con lo que D nunca es ma-
yor que 1.

C es un polvo porque D;=0

Mientras la D de un conjunto de Cantor puede variar entre 0 y 1,
desde el punto de vista topolégico todos los conjuntos de Cantor tienen
dimension D,=0, pues, por definicion, cada punto estd separado de los
demads, sin que haya que sacar nada para separarlo del resto. Mirado asf,
ino hay ninguna diferencia entre C'y los conjuntos finitos de puntos! El
hecho de que en este tltimo caso D,=0 es algo ya sabido en la geometria
estandar, y se usa en el capitulo 6 para razonar que la curva K de Koch
tiene dimensién topoldgica 1. Pero para los conjuntos totalmente incone-
x0s, D,=0.

A falta de un equivalente coloquial de «curva» y «superficie» (que
son conjuntos conexos con D=1y D,=2), propongo llamar polvos a los
conjuntos con D;=0.

Distribucion de longitudes de los huecos

Considérese un polvo de Cantor, sea u un valor posible de la longitud de
un hueco, y denétese por U la variable aleatoria longitud y por Nr (U>u)
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el nimero de huecos o tremas cuya longitud U sea mayor que u. [l Esta
notacién es un derivado de la notacidn Pr (U>u), propia de la teorfa de la
probabilidad. B Se encuentra que hay un factor constante F tal que la gra-
fica de la funcion Nr (U>u) corta constantemente la grifica de Fu™®. Y
vuelve a aparecer la dimensién. Si tomamos como coordenadas log u y
log Nr, los escalones son uniformes.

Nimeros medios de errores

Como en el caso de una costa, uno puede obtener una imagen aproxi-
mada de la secuencia de errores si la coagulacidn de Cantor se detiene al
llegar a intervalos de £ =3, Podria tomarse como € el tiempo necesario
para transmitir un simbolo. Hay que usar también la extrapolacion peri6-
dica de Cantor con un €2 grande pero finito.

El nimero de errores entre los instantes 0 y R, que denotamos por
M(R), registra el tiempo contando s6lo aquellos instantes que tienen algo
que merezca la pena. Es un ejemplo de tiempo fractal.

Si la muestra empieza en t=0 (es el Gnico caso que consideraremos
aqui), la M(R) se obtiene como en el caso de la curva de Koch. Siempre y
cuando R sea menor que n, el nimero de errores se dobla cada vez que R
se triplica. En consecuencia, M(R)o<R".

Esta expresion es parecida a la férmula conocida de la masa de un disco
o una bola de radio R en un espacio euclideo de dimensién D. Es también
idéntica a la térmula obtenida en el capitulo 6 para la curva de Koch.

Tenemos como corolario que el nimero medio de errores por unidad
de longitud varia aproximadamente como R” !, para R comprendido entre
los cortes inferior y superior. Si € es finito, el niimero medio de errores
por unidad de longitud disminuye hasta el valor final Q', que se alcanza
para R=C. A partir de ahf la densidad permanece mds o menos constante.
Si Q es infinito, el nimero medio-de errores disminuye hasta hacerse
nulo. Finalmente, los datos empiricos sugieren que € es finito y muy
grande, pero no permiten determinar su valor con ninguna precisién. Si
las cosas son asi, el nimero medio de errores tiene un limite inferior no
nulo, que, al estar tan mal determinado, en la. practica carece de utilidad.

Los extremos de las tremas y sus limites

Il LLos elementos mas destacados de C, a saber, los extremos de las tre-
mas, no llenan todo C; de hecho sélo son una pequefia parte del mismo. En
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el capitulo 19 comentaremos la importancia fisica de los otros puntos.

La verdadera natiuraleza de los polvos de Cantor

Al lector que haya llegado hasta aqui y/o haya oido el eco de la cre-
ciente literatura sobre las Escaleras del Diablo (pie de la ldmina 121) fe
parccerd dificil creer que, cuando empecé con este tema en 1962, todo el
mundo estaba de acuerdo en que los polvos de Cantor eran por o menos
tan monstruosos como las curvas de Koch y Peano.

Cualquier fisico con amor propio «desconectaba» automdticamente
con la simple mencién de Cantor, facilmente echaba a correr ante cual-
quiera que pretendiera que C tenia algin interés cientifico. y afirmaba
vehementemente que tales pretensiones se habian presentado ya, habian
sido sometidas a prueba y habian resultado defectuosas. Solo recibi
aliento de las sugerencias de S. Ulam, tentadoras a pesar de que ni fueron
aceptadas ni progresaron, relativas al posible papel de los conjuntos de
Cantor en el equilibrio gravitatorio de los agregados estelares (véase
Ulam, 1974).

iPara publicar algo sobre polvos de Cantor tuve que climinar cual-
quier mencion a Cantor!

Pero aqui hemos llegado a € por las propias peculiaridades de la na-
turaleza. En el capitulo 19 se describe un segundo significado fisico de
C, completamente distinto del presente. Lo cual debe significar que la
verdadera naturaleza del polvo de Cantor es muy distinta.

Es innegable que en la mayoria de casos C es s6lo un modelo muy
tosco que precisa de muchas mejoras. Sostengo, no obstante, que son
precisamente las mismas propiedades que hacen patolégicos los disconti-
nuos de Cantor las que son indispensables en un modelo de la intermiten-
cia, y hay que conservarlas al buscar alternativas mds realistas a C.
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FiGgs. 117y 118, Barra y pastel triddicos de Cantor
(dimension de la seccion horizontal D=log 2/log 3=0,6309).
Anillos de Saturno. Cortinas de Cantor.

El iniciador del polvo de Cantor es |0,1] y su generador es

N=2
r=1/3
D=log 2/log 3=0,6309

o ——e  &——

LAMINA. 117. El polvo de Cantor es extraordinariamente dificil de ilus-
trar. pues, de tan fino y disperso, resulta invisible. Para ayudar a la intuicion a
hacerse una idea de su forma, lo hacemos mds grueso hasta convertirlo en lo
que se podria [lamar una barra de Cantor.

1 En palabras técnicas, la figura representa el producto cartesiano de un
polva de Cantor de longitud 1 por un intervalo de longitud 0,03. 1

COAGULO. La construccion de la barra de Cantor es el resultado del pro-
ceso que llamo de coagulacion. Empieza con una barra cilindrica {cuya pro-
yeccidn es un rectdngulo con anchura/longitud =0,03). Lo mejor es considerar
que su densidad es muy baja. La materia del tercio central se «cuaja» en los
dos tercios de ambos extremos, de manera que la posicion de éstos no cambia.
Luego, la materia del tercio central de cada tercio extremo coagula en sus ter-
cios extremos, y asi indefinidamente hasta que sélo queda una infinidad de
lingotes infinitamente delgados con una densidad infinitamente grande. Estos
lingotes se distribuyen sobre la recta de una manera muy concreta, inducida
por el propio proceso generador. En esta ilustracidn, la coagulacidn se detiene
cuando tanto la imprenta como nuestro ojo claudican; la tdltima linea y la pe-
nitltima son indistinguibles: cada una de las partes dltimas parece mds un lin-
gote gris que un par de lingotes negros y paralelos. :
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PASTEL DE CANTOR. Cuando la coagulacién empieza con una torta, mucho
menos gruesa que ancha, y la masa cuaja en tortitas mas delgadas (rezumando
un relleno apropiado), se obtiene un Napoleon infinitamente extrapolado, que
podriamos llamar pastel de Cantor.

ANILLOS DE SATURNO. Al principio se pensaba que Saturno estaba rodeado
por un solo anillo. Pero luego se descubrio un corte, después dos, y ahora el
Voyager I ha identificado un niimero muy grande de cortes, la mayorfa de ellos
muy finos. El Voyager ha descubierto también que son didfanos y dejan pasar
la luz del Sol ... como corresponde a un conjunto que hemos calificado de
«fino y disperso».

Asi pues, la estructura de los anillos (véase Stone y Minen, 1981, y en es-
pecial la ilustracién de la sobrecubierta) sugiere una coleccién de circulos pré-
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ximos, cuyos radios corresponden a la distancia de un cierto origen a los pun-
tos de un polvo de Cantor. [ La expresion técnica es «producto cartesiano de
un polvo de Cantor por un circulo». En realidad, una imagen mds realista serfa
quiza la dada por el producto cartesiano de un circulo por un polvo de medida
positiva, como los que se estudian en el capitulo 15.1 Insercién de dltima hora:
Avron y Simon (1981), introducen independientemente la misma idea, rela-
cioniandola con la ecuaciéon de Hill; su Nota 6 contiene muchas otras referen-
cias interesantes.

EspecTrOS. Harter 1979-1981 describe algunos espectros de moléculas or-
gdnicas cuyo parecido con un polvo de Cantor es asombroso.

LAMINA 113. Aqui se aclara la forma del polvo de Cantor colocidndolo en-
tre otros polvos generalizados con N=2 y r variable. La coordenada vertical
corresponde a r (figura inferior), que varfa entre Oy 1/2, o D (figura superior),
que varia entre O y 1. La parte superior de ambas cortinas de teatro estd rema-
tada por el intervalo [0,1]. Los cortes horizontales son polvos de Cantor. Las
flechas sefialan el caso r=1/3 y D=0,6309.

UNA FAMOSA PARADOJA GRIEGA. Los filésofos griegos crefan que, para ser
indefinidamente divisible, un cuerpo tenfa que ser continuo. Sin duda no sa-
bian de los polvos de Cantor.




FiG. 121.  Funcion de Cantor o escalera del diablo
(dimension D=1, las abscisas de los ascendentes tienen dimension
D~0,6309). Movimiento de Cantor.

La funcion de Cantor describe la distribucién de masa sobre la barra de
Cantor de la lamina 117. Su gréfica es denominada escalera del diablo por
muchos autores, pues es verdaderamente estrambética. Tomense iguales a | la
longitud y la masa de la barra, y para cada valor R de la abscisa definase M(R)
como la masa comprendida entre 0 y R. Como los huecos no tienen masa,
M(R) permanece constante sobre un conjunto de intervalos que tienen una lon-
gitud total igual a la de la barra. No obstante, como el martilleo no afecta a la
masa total de la barra, M(R) tiene que apaiidrselas para encontrar alguna parte
en la que crecer desde (0,0) hasta (1,1). Los incrementos se producen en una
infinidad de saltos infinitamente pequefios y muy agrupados, que correspon-
den a los lingotitos. Hille y Tamarkin (1929) describen con detalle las propie-
dades singulares de esta funcion.

APLICACIONES REGULARIZADORAS. La escalera del diablo Heva a cabo la
proeza de aplicar la drastica falta de uniformidad de la barra de Cantor en algo
uniforme y homogéneo. A partir de dos intervalos distintos, de la misma longi-
tud sobre la escala vertical, la funcién inversa de la escalera de Cantor da dos
conjuntos de lingotes que contienen la misma masa (aun cuando, normal-
mente, sus aspectos son muy distintos).

Como la ciencia se siente cémoda en la uniformidad, suele ocurrir que esas
transformaciones regularizadoras hacen que la irregularidad fractal sea accesi-
ble al andlisis.

HOMOGENEIDAD FRACTAL. Por conveniencia, diremos que la distribucion de
masa de la barra de Cantor es fractalmente homogénea.

MOVIMIENTO DE CANTOR. Como en el caso de la curva de Koch, que hemos
interpretado como un movimiento de Koch, o en el del movimiento de Peano,
a veces es til interpretar la ordenada M(R) como un tiempo. En tal caso, la
funcion inversa R(M) da la posicidn de un movimiento de Cantor en el instante
M. Tal movimiento es discontinuo. En los capitulos 31 y 32 se describen gene-
ralizaciones lineales y espaciales aleatorias del mismo.

DIMENSION FRACTAL. La suma de las alturas de los escalones, asi como la
de sus longitudes, es 1, con lo que esta curva tiene una longitud bien definida e
igual a 2. Una curva de longitud finita se dice que es rectificable, y su dimen-
sién es D= 1. Con este ejemplo se demuestra que la dimensién D=1 es compa-
tible con la existencia de una infinidad de irregularidades, siempre y cuando
estén lo bastante dispersas.

U Uno se sentirfa tentado de decir que esta curva es un fractal, pero para
ello habria que definir los fractales de forma menos rigurosa y en base a otros
conceptos aparte de la D. I

FUNCIONES SINGULARES. La escalera de Cantor es una funcién no decre-
ciente, no constante y singular, en el sentido de que es continua pero no dife-
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renciable. Su derivada es nula casi por doquier y su variacion se produce en un
conjunto de longitud —es decir, medida lineal— nula.

Cualquier funcién no decreciente se puede expresar como suma de una |
funcidn singular, una funcion formada por saltos discretos, y una funcién dife-
renciable. Las dos tiltimas componentes son cldsicas en matemadticas y su uso
en fisica estd muy extendido. Por el contrario, en fisica se considera que la
componente singular es patoldgica y carece de aplicaciones practicas. Una de
las tesis centrales de este ensayo es que tal opinién carece de sentido.

ESCALERAS DEL DIABLO EN F{SICA ESTADISTICA. La publicacidn de esta la-
mina en mi ensayo de 1977 atrajo la atencién de los fisicos sobre la escalera
del diablo y estimulé una literatura bastante extensa. Cada vez es mds fre-
cuente encontrarse con diagramas semejantes a las «cortinas» de la ldmina 118§,
o la cortina de Fatou de la lamina 265. Véase Aubry (1981). Importantes tra-
bajos anteriores (Azbel, 1964, Hofstadter, 1976), aparentemente aislados, se
comprenden conjuntamente a la luz de estos nuevos avances.







11
Galaxias y remolinos






9
Un enfoque fractal de los cimulos de galaxias

En los capitulos 6 y 7 se introdujeron los fractales de Koch y de Pea-
no mediante una imagen geomorfolégica, pero las aplicactiones mds im-
portantes de los fractales han arraigado en otros dominios. Adentrando-
nos cada vez mas en la corriente principal de la ciencia, este capitulo y
los dos siguientes atacan dos problemas de excepcional antigiiedad, im-
portancia y dificultad.

La distribucién de las estrellas, las galaxias, los cimulos de galaxias,
etc. fascina tanto al aficionado como al especialista, y sin embargo es
algo que sigue estando al margen de la astronomia y la astrofisica en con-
junto.

Ello se debe basicamente a que nadie ha explicado ain por qué la dis-
tribucion de materia sigue una jerarquia irregular, por lo menos en una
cierta gama de escalas. Y mientras en la mayoria de trabajos sobre el
tema hay alusiones al arracimamiento, los trabajos tedricos serios se
apresuran a esconderlo bajo la alfombra, afirmando que a partir de un
cierto umbral, grande pero no especificado, las galaxias estan uniforme-
mente distribuidas.

Otra razén, aunque menos fundamental, de esta vacilacién para tratar
con lo irregular es la falta de utiles para describirlo matemdticamente. Se
pide a la estadistica que decida entre dos hipdtesis, de las que s6lo una ha
sido completamente estudiada (la uniformidad asintética). ;Nos debe
sorprender, pues, que los resultados no sean concluyentes?

No obstante, estas cuestiones se resisten a ser dejadas de lado. En mi
opinidn, paralelamente a los esfuerzos por explicar, es indispensable des-
cribir el arracimamiento e imitar la realidad con medios puramente geo-
métricos. El tratamiento fractal de este tema, repartido en varios capitu-
los de este ensayo, se propone demostrar con modelos construidos expli-
citamente que la evidencia es compatible con un grado de agregacién que
se extiende mucho mds alld de los limites sugeridos por los modelos
existentes.



Este capitulo introductorio describe una teoria muy influyente de
Hoyle sobre la formacion de estrellas y galaxias, junto con el principal
modelo descriptivo de su distribucién, de Fournier d’Albe (conocido
tambi¢n como modelo de Charlier), y, sobre todo, presenta algunos datos
empiricos. Se demuestra que tanto las teorias como los datos experimen-
tales se pueden interpretar en términos de un polvo fractal escalante. Sos-
tengo que en la distribucion de estrellas y galaxias hay una zona de auto-
semejanza en la que la dimension fractal cumple O0< D <3. Se esbozan las
razones tedricas por las que cabria esperar que D=1, plantedndose la pre-
gunta de por qué la D observada es aproximadamente ~ 1,23,

ANTICIPO. En el capitulo 22 se echa mano de los fractales para mejo-
rar nuestra comprension del significado del principio cosmolégico, de
como habria que modificarlo y de por qué dicha modificacion hace nece-
saria la introduccion del azar. La discusion de modelos mejorados de
agregacion se retrasa hasta los capitulos 22, 23 y del 32 al 35.

JHay una densidad global de la materia?

Empecemos por examinar el concepto de densidad global de la mate-
ria. Como en el caso de la longitud de una costa, las cosas parecen senci-
llas, pero lo cierto es que se complican con mucha facilidad, y de un
modo sumamente interesante. Para definir y medir la densidad, se em-
pieza con la masa M(R) contenida en una esfera de radio R con centro en
la Tierra. Se evalda la densidad aproximada

M(R)/[(4/3) T RY].

Luego se hace que el valor de R tienda a infinito, y se define la densi-
dad global como el limite al que converge la densidad aproximada.

Pero, ;tiene que converger necesariamente dicha densidad aproxi-
mada a un limite positivo y finito? De ser asi, la velocidad de convergen-
cia deja mucho que desear. Ademads, las estimaciones de la densidad 1i-
mite en el pasado presentaban un comportamiento muy singular. A me-
dida que aumentaba la profundidad del universo accesible a los
telescopios, la densidad aproximada disminufa de un modo sorprenden-
temente sistemdtico. Segin De Vaucouleurs (1970), ha permanecido
< RP3, El exponente D observado es mucho menor que 3, y la mejor esti-
macion, en base a evidencias indirectas es D=1,23.

La tesis de de Vaucouleurs es que el comportamiento de la densidad
aproximada refleja la realidad, en el sentido de que M(R) < R". Esta for-
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mula nos recuerda el resultado clasico segun el cual una bola de radio R
en un espacio euclideo de dimension E tiene un volumen < RE. En el ca-
pitulo 6 nos encontramos con la misma férmula para la curva de Koch,
con la diferencia importante de que el exponente no era la dimensién eu-
clidea E=2, sino una dimension fractal D no entera. Y en el capitulo 8 se
obtiene M(R) e RP para el polvo de Cantor en el eje temporal (para el
cual E=1).

Todos estos precedentes sugieren con gran fuerza que el exponente D
de Vaucoleurs es una dimension fractal.

(Estdn las estrellas en el dominio escalante?

Es evidente que el dominio escalante en el que 0 <D <3 debe acabarse
antes de llegar a objetos con limites bien definidos, como los planetas.
Pero jincluye o no las estrellas? Segin los datos de Webbink, presenta-
dos en Faber y Gallagher (1980), la masa de la Via Lictea contenida en
una esfera de radio R se puede representar perfectamente por M(R) o< R”,
con la D extrapolada a partir de las galaxias. No obstante, continuaremos
nuestra discusion exclusivamente en términos de galaxias.

¢ Existe una cota superior del dominio escalante?

La cuestion de hasta qué escalas alcanza el dominio en el que 0<D<
3 es controvertida y es tema de actividad renovada. Muchos autores toda-
via afirman o suponen que el dominio escalante admite una cota superior
que corresponde a los cimulos de galaxias. Otros autores no comparten
esta opinién. De Vaucouleurs (1970) afirma que «el arracimamiento de
las galaxias, y presumiblemente de todas las formas de materia, es la ca-
racteristica dominante de la estructura del universo a cualquier escala
observable, sin ningiin indicio de una tendencia a la uniformidad; la den-
sidad media de materia disminuye continuamente a medida que se consi-
deran volimenes cada vez mayores, y no hay base observacional alguna
para la hipotesis de que esta tendencia no vaya a mantenerse para distan-
cias mucho mayores y densidades mas bajas».

El debate entre estas dos escuelas es interesante e importante para la
cosmologia (pero no para los objetivos de este ensayo). Aun en el caso de
que el dominio en el que 0 <D <3 esté acotado en ambos extremos, su
importancia es suficiente para merecer un estudio cuidadoso.

En cualquier caso, el universo (al igual que la bola de hilo a que hacia-
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mos referencia en el capitulo 3) parece presentar una sucesiéon de di-
mensiones efectivas distintas. Partiendo de una escala del orden del radio
de la Tierra, se encuentra primero la dimensién 3 (correspondiente a
cuerpos solidos con contornos bien definidos). Luego la dimension pasa
a ser 0 (contempldndose la materia como una coleccion de puntos aisla-
dos). A continuacién viene el dominio que nos interesa, en el que la di-
mension toma un valor no trivial comprendido ente 0 y 3. Si la agrega-
¢ion escalante continia indefinidamente, ocurrird lo mismo con este va-
lor de D. Si, por el contrario, hay una cota inferior a este fenémeno, hay
que afadir un cuarto dominio en el que los puntos pierden su identidad y
se tiene un fluido uniforme, con lo que la dimension vuelve a ser 3.

Por otra parte, lo mds ingenuo es imaginar que las galaxias estan casi
uniformemente distribuidas en el universo. En el caso de esta hipotesis
insostenible, se tiene la sucesion D=3, luego D=0y finalmente D =3
otra vez.

0 La teorfa general de la relatividad afirma que en ausencia de materia
la geometria local del espacio tiende a ser plana y euclidea, mientras que
la presencia de materia la convierte en localmente riemanniana. En nues-
tro caso podriamos hablar de un universo globalmente plano de dimen-
sion 3 con una D <3 local. Este tipo de perturbacion es considerada en
Selety (1924), un trabajo oscuro que no cita a Koch aunque contienc
(pag. 312) un ejemplo de la construccidn vista en el capitulo 6. 1

El universo de Fournier

Queda por construir un fractal que cumpla M(R)e< R y ver cémo se
ajusta a las imdgenes aceptadas del Universo. El primer modelo com-
pleto de esta clase se debe a E. E. Fournier d’ Albe (capitulo 40). Aunque
Fournier (1907) es, con mucho, una obra de ficcion disfrazada de ciencia,
contiene también consideraciones auténticamente interesantes que co-
mentaremos dentro de un momento. Conviene, no obstante, describir pri-
mero la estructura que propone.

Su construccién empieza con el octaedro regular centrado, cuya pro-
yeccion se representa casi en el centro de la ldamina 139. La proyeccion
se reduce a los cuatro vértices de un cuadrado, cuya diagonal mide 12
«unidades» de longitud, y al centro de dicho cuadrado. El octaedro in-
cluye también dos puntos, uno encima del plano y otro debajo, en la ver-
tical del centro y a 6 unidades de distancia del mismo.

Ahora, cada vértice se sustituye por una bola de radio 1, que sera con-
siderada como un «agregado estelar de orden O»; y la menor bola que
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contiene las 7 bolas elementales constituird lo que llamaremos un «agre-
gado estelar de orden 1». Un agregado de orden 2 se obtiene aumentando
un agregado de orden | en una razén 1/r=7 y sustituyendo cada una de
las bolas resultantes, de radio 7, por una réplica del agregado de orden 1.
Del mismo modo, un agregado de orden 3 se obtiene aumentando un
agregado de orden 2 en una razén 1/r=7 y sustituyendo cada bola por
una réplica del agregado de orden 1. Y asi sucesivamente.

En resumen, entre dos 6rdenes de agregacion consecutivos, el nimero
de puntos y el radio aumentan en una razén 1/r=7. Por tanto, cualquiera
que sea el radio R de un agregado, la funcion M(R) que da el niimero de
puntos contenido en una bola de radio R es M (R)=R. Para valores inter-
medios de R, M(R) es menor (llegando a disminuir hasta R/7), pero la
tendencia global es M (R) =< K.

Partiendo de los agregados de orden 0, se puede también, proce-
diendo por pasos sucesivos, interpolar agregados de érdenes —1, -2, etc.
El primer estadio sustituye cada agregado de orden 0 por una imagen re-
ducida del agregado de orden 1, con una razén de proporcionalidad de
1 /7, y asi sucesivamente. Procediendo asi, la validez de la relacion M (R)
o R se extiende a valores de R cada vez menores. Y después de continuar
indefinidamente la extrapolacion y la interpolacion, se obtiene un con-
junto autosemejante con D=log 7/log 7=1.

Podemos apreciar de paso que un objeto con D=1 en el espacio tridi-
mensional no tiene por qué ser una recta ni una curva rectificable. Ni tan
solo tiene por qué ser conexo. Cualquier D es compatible con cualquier
valor menor o igual de la dimension topoldgica. En el caso particular del
doblemente infinito universo de Fournier, como se trata de un «polvo»
totalmente inconexo, la dimensién topolédgica es 0.

La distribucion de masa, homogeneidad fractal

El paso de la geometria a la distribucién de masa es obvio. Si se
asigna una unidad de masa a cada agregado estelar de orden 0, la masa
M(R) interior a una bola de radio R> | es idéntica a M,(R) y por tantoe<
R. Ademds, la produccidén de agregados de orden —1 a partir de los agre-
gados de orden 0 equivale a romper una bola que se consideraba uni-
forme y ver que estd formada por otras 7 bolas menores. Este proceso ge-
neraliza la regla M(R) o R para R< |.

Si se contempla la construccién en el espacio tridimensional, la distri-
bucién de masa resultante es marcadamente heterogénea, pero contem-
plada en el fractal de Fournier es tan homogénea como puede serlo. (Re-
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cuérdese la lamina 117.) En concreto, dos porciones geométricamente
idénticas cualesquicra del universo de Fournier tienen la misma masa.
Propongo la denominacidn fractalmente homogénea para las distribucio-
nes de masa de este tipo.

(I La anterior definicién se ha presentado en términos de fractales es-
calantes, pero el concepto de homogeneidad fractal es mas general. Se
puede aplicar a cualquier fractal que tenga medida de Hausdorff de di-
mensién D positiva y finita. La homogeneidad fractal significa que la
masa contenida en una parte del conjunto es proporcional a su medida de
Hausdorff. 1

El Universo de Fournier como polvo de Cantor. Generalizacion a D=1

Confio en que el hecho de haber empleado superficialmente una ter-
minologia fractal en los pdrrafos iniciales de este capitulo no haya con-
fundido al lector. Resulta claro que, sin ser consciente de ello, Fournier
andaba siguiendo un camino paralelo al de su contempordneo Cantor. La
diferencia principal estriba en que la construccion de Fournier se hace en
el espacio en vez de la recta. Para mejorar el parecido, basta con cambiar
la forma esférica de los agregados de Fournier por la forma cibica (o de
ladrillo). Asi, cada agregado de orden O es un ladrillo de lado 1, que con-
tiene 7 agregados de lado 1/7; uno de éstos tiene el mismo centro que el
cubo inicial y Jos seis restantes estdn en contacto con los cuadraditos cen-
trales de las caras del cubo original.

Veremos mds adelante como Fournier llega al valor D=1 a partir de
fenémenos fisicos elementales, y también como llega Hoyle a este
mismo valor. No obstante, desde el punto de vista geométrico, D=1 es
un caso espectal, aun conservando la estructura octaédrica global y el va-
lor N=7. ‘

Como las bolas no se solapan, 1/r puede tomar cualquier valor entre 3
e infinito, obteniéndose M(R)e< R, donde D=log 7/log(1/r) toma cual-
quier valor entre 0 y log 7/log 3=1,7712.

Ademds, dado cualquier D <3, es facil cambiar N para construir una
variante del modelo de Fournier con esa dimensidn.

El modelo de Charlier y otros universos fractales

Las construcciones anteriores presentan uno de los defectos imputa-
bles a los primeros modelos fractales. El més notable es que, al igual que
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el modelo de 1a curva de Koch del capitulo 6 y el del polvo de Cantor del
capitulo 8, el modelo de Fournier es regular hasta lo grotesco. Para corre-
gir esto, Charlier (1908, 1922) sugiri6 que hay que dejar que N y r varien
de un nivel de jerarquia a otro, tomando valores N, y r,,.

La eminencia cientifica de Charlier era tal que, a pesar de prodigarse
en elogios a Fournier escribiendo en los idiomas cientificos dominantes
de su época, incluso el modelo simple acab¢d siendo atribuido a su fa-
moso divulgador y no a su desconocido autor. Fue muy discutido en su
tiempo, en particular por Selety (1922, 1923a, 1923b, 1924). Ademas, el
modelo llamé la atencion de Emile Borel, cuyos comentarios en Borel
(1922), aunque secos, fueron perceptivos. Pero desde entonces, aparte de
algunos resurgimientos caprichosos, el modelo cay6 en el olvido (por ra-
zones no muy convincentes apuntadas en North, 1965, pags. 20-22 y
408-409). Sin embargo, se resiste a morir. La tdea fundamental ha sido
reinventada independientemente varias veces desde entonces, de las que
es de destacar Levy (1930). (Véase la entrada LEVY del capitulo 40.) Y lo
que es mds importante, el concepto fractal central del universo de Four-
nier estd presente implicitamente en las consideraciones sobre turbulen-
cia y galaxias de Weizsacker (1950) (véase el capitulo 10) y en el modelo
de Hoyle (1953) de la génesis de las galaxias, que discutiremos en breve.

El ingrediente fractal basico también se encuentra en mis modelos de
los capitulos 32 al 35.

Bajo esta luz, se plantea la cuestion de si un modelo de distribucién
de galaxias puede dejar de ser un fractal con uno o dos cortes. En mi opi-
nion, no. Si se estd de acuerdo en que dicha distribucién debe ser esca-
lante (por razones que elaboraremos en el capitulo 11) y que el conjunto
en el que se concentra no es un conjunto escalante trivial, tiene que tra-
tarse de un conjunto fractal.

Admitida la importancia del caricter escalante, la generalizacién no
escalante del modelo de Fournier estd mal inspirada. No obstante, deja
que log N, /log (1/r,) varie con m entre dos cotas, D, >0y D, <3.
Esto plantea otra cuestion: la dimension efectiva no tiene por qué tomar
un solo valor, puede oscilar entre dos valores limite. Volveremos sobre
ello en el capitulo 15.

Las razones de Fournier para esperar D=1

Presentamos ahora los argumentos que llevaron a Fournier (1907,
pdg. 103) a la conclusién de que D debe ser igual a 1. Este argumento es
una razon poderosa para no olvidar a su autor.
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Considérese un agregado de galaxias de orden arbitrario, masa M y
radio R. Usando sin temor una férmula aplicable a objetos con simetria
esférica, supongamos que el potencial gravitatorio en la superficie es
GMI/R (sicndo G la constante gravitatoria). Una estrella cayendo sobre
este universo entra en €l con una velocidad V=(2 GM/R)''%.

Parafraseando a Fournier, se puede sacar una conclusion importante
del hecho de que, segin los datos observados, ninguna estrella tiene una
velocidad superior a 1/300 de la velocidad de la fuz. Resulta, pues. que la
masa comprendida en una esfera universal aumenta en proporcion al
radio y no al volumen. En otras palabras. que la densidad en una esfera
universal varfa en razon inversa a su superficie... O mas claro aun. el po-
tencial en la superficie seria siempre el mismo, por ser directamente pro-
porcional a la masa e inversamente proporcional a la distancia. A conse-
cuencia de ello, no habria estrellas con velocidades proximas a la de la
luz en ninguna parte del universo.

Coagulacion de Hoyle; el criterio de Jeans da también D=1

También aparece una distribucion jerdrquica en una teoria presentada
por Hoyle (1953). Segiin dicha teoria, las galaxias y estrellas se forman
por un proceso en cascada a partir de un gas uniforme.

Considérese una nube de gas de masa M, y a temperatura T, distri-
buido uniformemente en el interior de una esfera de radio R,. Como de-
mostré Jeans, se alcanza una situacion critica cuando M/ R,=JkRT/G.
(Aqui k es la constante de Boltzmann y J un coeficiente numérico). En
este punto critico, la nube gaseosa primordial es inestable y se contrae
inevitablemente.

Hoyle postula (a) que M,/ R, alcanza este valor critico en algiin ins-
tante inicial, (b) que la contraccién resultante se detiene cuando el volu-
men de la nube gaseosa se reduce a 1/25 de su valor inicial y (¢) que la
nube se fragmenta entonces en cinco nubes iguales, de masa M, =M,/5y
radio R, =R,/5. Con ello el proceso acaba igual que empezd: en una si-
tuacién inestable que va seguida de un segundo estadio de contraccion y
subdivision, luego un tercero, y asi sucesivamente. Finalmente, el pro-
ceso de coagulacion se detiene cuando las nubes se hacen tan opacas que
el calor desprendido por el colapso del gas no puede ya escapar.

Como en otros campos en los que se da un proceso en cascada simi-
lar, propongo llamar grumos a las cinco nubes y coagulacién al proceso
en cascada global. Como ya dije al introducir este Gltimo término, no po-
dia resistirme a usarla junto con el adjetivo galactico.
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Fournier toma N =7 para facilitar la ilustracion grifica, pero segin
Hoyle N=5 tiene un fundamento fisico. También a diferencia de Four-
nier, que detalla su ilustracién grafica mds alld de lo razonable y necesa-
rio, Hoyle es poco explicito en lo que concierne a la distribucion es-
pacial de los grumos. La realizacion explicita del modelo habrd de
esperar a que en el capitulo 33 describamos la coagulacién aleatoria.
Pero estas discrepancias no tienen gran importancia, y lo principal es
que r=1/N, con lo que D=1 es una parte crucial del mecanismo si la
coagulacion tiene que acabar como empezd, en la inestabilidad de
Jeans.

Ademds, si se toma igual a | la duracién del primer estadio, la dina-
mica de gases muestra que la duracion del m-ésimo estadio es 5S—m. En
consecuencia, €l mismo proceso puede repetirse indefinidamente con una
duracién total de 1.2500.

Eguivalencia de las deducciones de D=1 por Fournier y Hoyle

En el borde de una nube inestable de gas que satisfaga el criterio de
Jeans, la velocidad y la temperatura estin relacionadas por V,/2=JkT,
pues GM/R es igual a V,/2 (Fournier) y a JkT (Jeans). Recuérdese ahora
que, en termodindmica estadistica, la temperatura de un gas es proporcio-
nal a la velocidad cuadratica media de sus moléculas. Por tanto, la com-
binacion de los criterios de Jeans y Fournier sugiere que en el borde de
una nube la velocidad de caida de un objeto macroscépico es proporcio-
nal a la velocidad media de sus moléculas. Un andlisis cuidadoso del pa-
pel de la temperatura en el criterio de Jeans debe mostrar forzosamente
que ambos criterios son equivalentes. [ Lo mds-probable es que la analo-
gia sea vilida también para la relacion M(R) o R en el interior de las ga-
laxias, presentada en Wallenguist (1957). 1

JPor qué D=123vno D=17?

El desacuerdo entre el valor empirico D=1,23 y la D=1 tedrica de
Fournier y Hoyle plantea un problema importante. PJ.E. Peebles lo
afront6 en 1974 mediante la teorfa de la relatividad. Peebles (1980) pre-
senta un tratamiento a fondo de la fisica y la estadistica del tema (aunque
no de su geometria).
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La dimension fractal del cielo

El cielo ¢s una proyeccién del universo en el que cada punto, descrito
primero por sus coordenadas esféricas p, 0 y ¢, es proyectado sobre el
punto de coordenadas esféricas 1, 8, ¢. Si el universo es un fractal de di-
mension 1, y el origen de coordenadas pertenece al universo (véase el
capitulo 22), la estructura de la proyeccion obedece «por lo general»
la regla siguiente: D>2 implica que la proyeccién cubre una porcién
no nula del cielo, y D<?2 implica que la propia proyeccion tiene también
dimension D. Como se muestra en las ldminas 139 y 140 con un ejemplo,
esto admite excepciones, asociadas a la estructura del fractal y/o a la
eleccién del origen. Hay que entenderlo como «verdadero con probabili-
dad I».

Aparte acerca del efecto del cielo en llamas
(mal llamado paradoja de Olbers)

La seccion anterior se ha referido directamente a las motivaciones
que llevaron a diversos autores (Fournier incluido) a variantes de un uni-
verso fractal. Se dieron cuenta de que esos universos «exorcizaban» geo-
métricamente el efecto del cielo en llamas, también conocido (aunque
equivocadamente) como paradoja de Olbers. Si se supone que la distribu-
cion de los cuerpos celestes es uniforme, esto es, que D=3 a todas las es-
calas, el cielo estaria iluminado casi uniformemente, dia y noche, con un
brillo semejante al del disco solar.

Esta paradoja ya no tiene interés para los fisicos, pues la teoria de la
relatividad, la teorfa de la expansion del universo y otros argumentos la
han resuelto. Pero su ocaso nos legoé un subproducto peculiar: numerosos
criticos invocan su explicacion preferida del efecto del cielo en Hamas
COMO excusa para no tener en cuenta el arracimamiento, e incluso como
un argumento para negar la realidad del mismo. Se trata de un punto de
vista verdaderamente singular: aunque no haga falta que las galaxias es-
tén arracimadas para evitar el efecto del cielo en llamas, lo estdn, y este
hecho merece un estudio cuidadoso. Ademads, como veremos en el capi-
tulo 32, la expansion del universo es compatible con la homogeneidad
fractal, y no sélo con la homogeneidad estindar.

El argumento del cielo en llamas es la simplicidad misma. Si la luz
emitida por una estrella es proporcional a su superficie, la cantidad de
luz recibida por un observador a una distancia R ese< 1/R”. Pero la super-
ficie aparente de la estrella es tambiéne 1/R?, con lo que la razén apa-
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rente entre la luz recibida y el dngulo sélido es independiente de R. Ade-
mas, si la distribucion de estrellas en el universo es uniforme, casi en
cualquier direccidn del cielo nos encontramos, tarde o temprano, con una
estrella. Por lo tanto, el brillo del cielo es uniforme y parece en llamas.
(El disco lunar seria un dominio excepcionalmente oscuro, por lo menos
en ausencia de difusién atmostérica.)

Por otra parte, la hipétesis de que el universo es fractal con D<2 re-
suelve la paradoja. En tal caso la proyeccion del universo sobre el cielo
es un fractal con la misma D y, por tanto, un conjunto de 4rea nula. Aun
tomando las estrellas con radio distinto de cero, una gran parte de las di-
recciones del cielo se pueden prolongar hasta el infinito sin encontrar
ninguna estrella. En estas direcciones el cielo nocturno es negro. Cuando
el dominio en cl que D <3 es sucedido por una escala mayor en la que
D=3, el fondo celeste no es estrictamente negro, sino que tiene una ilu-
minacién sumamente débil.

El efecto del cielo en llamas fue apuntado por Kepler poco después
de que el mensajero sideral de Galileo se hubiera pronunciado favora-
blemente sobre la idea de que el universo no tiene limites. En su Con-
versacion con el mensajero sideral de 1610, Kepler replicaba: «Afir-
mais sin titubeos que hay mds de 10.000 estrellas visibles... Si es asi y
si (las estrellas son de) la misma naturaleza que nuestro Sol, ;como es
que estos soles no superan en brillo, por su accidon colectiva, al nues-
tro?... ;Acaso el éter intermedio los oscurece? Ni muchisimo menos.
Esta absolutamente claro que... este mundo nuestro no forma parte de
un enjambre indiferenciable e innumerable de otros mundos» (Rosen,
1965, pags. 34-35).

Esta conclusion siguio siendo controvertida, pero el argumento no
fue olvidado, como lo prueba el comentario de Sammuel Halley, en
1720, segin el cual: «Otro argumento que he oido es que si el nimero
de las estrellas fijas fuera mds que finito, toda la superticie de su esfera
aparente seria luminosa». Posteriormente fue discutida también por De
Chéseaux y J. H. Lambert, pero acabo siendo atribuida a Olbers, gran
amigo de Gauss. Asi pues, la denominacién «paradoja de Olbers» es
escandalosa pero sintomatica. Las observaciones que habian sido reali-
vadas y enviadas al «residuo sin clasificar» (pagina 28) acaban a me-
nudo siendo atribuidas a la primera figura oficial que la decora con un
cnvoltorio clasificable, por transitorio que sea éste. Se pueden encon-
(rar discusiones histéricas sobre el tema en Gamow (1954), Munitz
(1957), North (1965), Dickson (1968), Wilson (1965), Jaki (1969),
Clayton (1975) y Harrison (1981).



Aparte sobre la gravitacion newtoniana

El reverendo Bentley no dejé de importunar a Newton con una obser-
vacion fuertemente emparentada con el efecto del cielo en llamas: si ia
distribucion de las estrellas es homogénea, la fuerza que ejercen sobre
una de ellas es infinita. Se podria afiadir que su potencial gravitatorio es
infinito, y que cualquier distribucion en la que M(R) o< R” para valores
grandes de R da también un potencial infinito, a menos que D< 1. La teo-
ria moderna del potencial (teoria de Frostman) contirma que hay una co-
nexion privilegiada entre la gravitacién newtoniana y ¢l valor D=1. Las
deducciones de D=1 por Fournier y Hoyle deben tener algo que ver con
esta conexion. La idea de Fournier de que «el potencial gravitatorio en la
superficie serd siempre el mismo» tiene un papel central en la moderna
teoria del potencial.

Aparte sobre la teoria de la relatividad

il Parafraseando a de Vaucouleurs (1970): «La teorta de {a relatividad
nos ha llevado a pensar que, para ser observable dpticamente, ninguna
bola de material estacionario puede tener un radio R menor que el limite
de Schwarzschild R, =2GM/¢*, siendo ¢ la velocidad de la luz. En una
representacion grafica de la densidad media p y el radio caracteristico de
varios sistemas cosmoldgicos, p,,=3¢?/8nGR;, define una cota superior.
El cociente p/p,, podria Ilamarse factor de llenado de Schwarzschild.
Para los objetos y sistemas astronémicos mds corricntes (como las estre-
llas y las galaxias, respectivamente) el factor de llenado es muy pequefo.
del orden de 10°* 0 107%. El cuadrado de la razon de velocidades postu-
lado por Fournier es (300) >~ 107, valor que cac precisamente en fa parte
central de dicho dominio. 1

¢ Un universo fractal aglutinado?

Muchos autores piensan que se puede explicar la génesis de las estre-
llas y otros objetos celestes mediante una cascada ascendente (esto es, la
aglutinacién de particulas de polvo muy dispersas para formar pedazos
cada vez mayores) mas que mediante una cascada descendente al modo
propuesto por Hoyle (esto es, la fragmentacion de masas muy grandes y
difusas en pedazos mds y mds pequefos).

Se plantea una alternativa aniloga relativa a las cascadas en el estudio
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de la turbulencia (capitulo 10). La cascada de Richardson desciende ha-
cia remolinos cada vez mds pequefios, aunque también tienen cabida las
cascadas descendentes (véase la entrada «Richardson» en el capitulo 40).
Es, pues, de esperar que las interrelaciones entre las cascadas ascenden-
tes y las descendentes se aclaren pronto.

Hileras telescopicas fractales

Para terminar esta discusion, nada mas apropiado que un comentario
acerca de los atiles empleados en la observacion de las galaxias. Dyson
(1977) sugiere gque podria ser ventajoso sustituir los telescopios de una sola
picza por una hilera de telescopios pequenos, siendo el didmetro de cada uno
del orden de 0,1 m, igual al tamaio de la menor perturbacion atmosférica 6p-
ticamente significativa. Sus centros formarian una figura fractalmente jerar-
quica y estarian conectados mediante interferometros de Currie. Un andlisis
aproximado nos lleva a fa conclusion de que un valor conveniente de la di-
mension serfa 2/3.°Y la conclusion de Dyson: «Una hilera de 3 kilémetros
de 1024 telescopios de diez centimetros conectados por 1023 interferémetros
no es, hoy en dia una proposicion prictica. [Se ofrece| como ideal tedrico,
con el fin de mostrar lo que en principio se podria hacer».

Repaso de los modelos fractales aleatorios de los cumulos de galaxias
! .

Si se acepta la atirmacion de que ciertos modelos fractales no inten-
cionados. con una sutilidad y versatilidad limitadas, proporcionan una
descripeion dtil de la distribucion de galaxias, ¢l hecho de que los mode-
los fractales alcatorios disefiados adrede nos proporcionen una descrip-
cién mejor no debe constituir ninguna sorpresa. Para empezar, nuestra
comprension de la coagulacion de Hoyle mejora cuando se la sitda en el
contexto adecuado: los fractales aleatorios (capitulo 23). Mds importan-
tes atin son, en mi opinién, los modelos aleatorios que desarrollé yo
mismo, y que presento en los capitulos 32 a 35. Una razén para expla-
yarme en varios modelos es que una mejor calidad de la descripcion «se
paga» con una mayor complicacion. Otra razon es que en cada modelo
interviene un polvo fractal que merece una cierta atencion. Repasemos
aqui dichos modelos, saltdndonos el orden logico.

Hacia 1965, mi ambicién era implementar la relacion M(R) o< R” con
D <3 dentro de un modelo en el que no hubiera «centro del universo». La
primera vez que lo consegui fue con el modelo de paseo aleatorio descrito
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en el capitulo 32. Luego, y como alternativa, desarrollé un modelo per tre-
mas, que consiste en arrancar del espacio un conjunto de tremas de radio
aleatorio, hasta una cota superior L, finito o infinito, y dispuestas al azar.

Como ambos modelos habfan sido escogidos s6lo por su simplicidad
formal, fue una sorpresa agradable descubrir su valor predictivo. Mis
funciones de correlacién tedricas (Mandelbrot, 1975u) concuerdan con
las ajustadas a los datos de Peebles (1980) (véanse las pags. 243-249).
{i Concretando mds, mis dos enfoques del problema concuerdan con la
correlacién a dos puntos, mi paseo aleatorio da una buena correlacion a
tres puntos y una mala correlaciéon a cuatro puntos. y mi modelo por tre-
mas esféricas es muy bueno para todas las correlaciones conocidas. I

Desafortunadamente, el aspecto de las muestras generadas con uno u otro
modelo es muy poco realista. Empleando un término que inventé con este
mismo objeto y que describo en el capitulo 35, dichas muestras presentan
unas propiedades de lagunaridad inaceptables. En el caso del modelo por tre-
mas este defecto se corrige introduciendo formas de tremas mds complica-
das. En el modelo del paseo aleatorio, uso un «subordinador» menos lagunar.

Asi pues, el estudio de los ciimulos de galaxias ha estimulado muchi-
simo el desarrollo de la geometria fractal. Y en la actualidad las aplica-
ciones de esta dltima al estudio de los cimulos de galaxias van mucho
mas alld de las tareas de coordinacién y limpieza llevados a cabo en el
presente capitulo.

Los diamantes tallados parecen estrellas

Y la distribucion de los diamantes en bruto en la corteza terrestre se
parece a la distribucion de estrellas y galaxias en el cielo. Consideremos
un gran mapa mundi en el que cada mina de diamantes o cada lugar rico
en diamantes —actual o del pasado— esté sefialado por un alfiler. Mi-
rada desde lejos, la densidad de alfileres es extraordinariamente desigual.
Unos pocos aislados por acd y alld, pero la mayoria concentrados en unas
pocas zonas benditas (o malditas). Sin embargo, la superficie de la Tierra
en dichas zonas no estd uniformemente cubierta de diamantes. Si se exa-
mina mas de cerca, cualquiera de esas zonas resulta estar también vacia
en su mayor parte, con unas subzonas dispersas de mayor concentracion
de diamantes. Y el proceso se repite a lo largo de varios érdenes de mag-
nitud.

(No resulta irresistible introducir la coagulacién en este contexto? En
efecto, de Wijs ha propuesto un modelo fractal no intencionado, como ya
veremos al hablar de los «Fractales no lagunares» en el capitulo 39.
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FIG. 139.  Proveccion del multiuniverso de Fournier
(dimension D~ 0,8270)

Esta limina es una representacion a escala de la proyeccion y de la seccion
«ecuatoriab» de un universo con D=1 descrito en el texto. Véase también la 14-
mina 140.

Parafraseando el titulo de Fournier (1907): «Un multiuniverso construido
seguin un principio cruciforme u octaédrico no es el plan del mundo, pero sirve
para mostrar que puede existir una serie infinita de universos sucesivos seme-
jantes sin dar lugar a un “cielo en llamas™. La materia contenida en cada es-
Sfera universal es proporcional al radio. Esta es la condicion requerida para
que se cumplan las leyes de la gravitacion y de la radiacién. En algunas direc-
ciones el cielo aparece totalmente negro, aunque haya una sucesién infinita de
universos. La “proporcion del mundo” es en este caso N=7 en vez del 10?2 que
corresponderia a la realidad».

En el sentido que se describe en el capitulo 34, un universo con D=1y
N=10% tiene una lagunaridad muy baja, pero es extraordinariamente estratifi-
cado.

139



Fic. 140.  Un universo de Fournier plano con D=1

Como se ha dibujado a escala exacta, la 1amina 139, ademais de ser dificil de
representar y de ver, puede inducir a confusion. En efecto, no es un universo
de dimension D=1, sino su proyeccién plana, cuya dimension es D=log 5/log
7~0,8270< 1. Por tanto, para no dejar una mala impresion, nos apresuramos a
presentar una figura plana regular al estilo de Fournier, de dimension
D=1. La construccién, en la que se tiene 1/r=>5 en vez de 1/r=7, ha progre-
sado un paso mas que en la ldmina 139.

I
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10
Geometria de la turbulencia; la intermitencia

El estudio de la turbulencia es uno de los capitulos més antiguos, du-
ros y frustrantes de la fisica. La experiencia comuin basta para mostrar
que, bajo determinadas circunstancias, el flujo de un gas o un liquido es
suave (0 «laminar», usando un lenguaje més técnico) mientras que en
otras circunstancias dista mucho de serlo. Pero ;dénde habria que trazar
la linea divisoria? ;Hay que calificar de «turbulentas» todas las corrien-
tes no suaves, incluyendo buena parte de las que se dan en meteorologia
y oceanografia? ;O por el contrario es mejor reservar el término para una
clase restringida vy, en tal caso, cual? Parece ser que cada especialista da
una respuesta distinta a esta pregunta.

Esta falta de acuerdo no nos importara aqui, pues nos concentraremos
en flujos cuyo caricter turbulento es incuestionable, y cuya caracterfstica
mads llamativa es la ausencia de una escala de longitud bien definida: en
todas ellas coexisten «remolinos» de todos los tamafios. Este rasgo ya se
puede apreciar en los dibujos de Leonardo y Hokusai, y demuestra que la
turbulencia es algo necesariamente ajeno al espiritu de la fisica «anti-
gua», que se concentré en fenémenos con escalas de longitud bien defini-
das. Sin embargo, esta misma razén es la que hace que el estudio de la
turbulencia tenga un interés directo para nosotros.

Como ya sabran algunos lectores, practicamente todas las investigacio-
nes sobre la turbulencia se centran en el estudio analitico de la corriente del
fluido y dejan de lado la geometria. Prefiero pensar que esta descompensa-
cién no significa una falta de importancia real. De hecho, muchas figuras
geométricas que tienen que ver con la turbulencia son facilmente visibles y
claman por una descripcién propia. Pero no pudieron recibir la atencién que
merecian hasta el advenimiento de la geometria fractal. En efecto, como su-
puse inmediatamente, 1a turbulencia presenta muchas facetas fractales, y en
este capitulo y otros posteriores describiré unas cuantas de ellas.

Habra que renunciar a dos cosas. En primer lugar, pasaremos por alto
¢l problema de la aparicién de la turbulencia en un flujo laminar. Hay po-
derosas razones para pensar que dicha aparicidn tiene aspectos fractales
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muy importantes, pero no estan lo bastante claros como para comentarlos
aqui. En segundo lugar, no nos ocuparemos tampoco de estructuras pe-
riddicas como las celdas de Bénard y las calles de Karman.

Este capitulo empieza con una serie de alegatos en favor de un enfo-
que mds geométrico de la turbulencia y del uso de los fractales. El ni-
mero de estos alegatos es grande, si bien cada uno de ellos es breve, pues
se basan en sugerencias con pocos resultados firmes por el momento.

A continuacion nos concentramos en el problema de la intermitencia,
en el que he trabajado activamente. Mi conclusion mds importante es que
el dominio de disipacion, esto es, el conjunto espacial en el que se con-
centra la disipacion turbulenta, admite un modelo fractal. Medidas reali-
zadas con otros fines sugieren que la D en este dominio cae entre 2,5 y
2,6, pero probablemente por debajo de 2,66.

Por desgracia, el modelo no se puede concretar con precision hasta
que no se determinen las propiedades topoldgicas del-dominio de disipa-
cién. ;Se trata de uh polvo, de una curva ondulada y ramificada (tubo de
torbellinos), o de una superficie ondulada y estratiticada (hoja de torbe-
llinos)? La primera conjetura es improbable, mientras que las otras dos
sugieren modelos parecidos a los fractales ramiticados del capitulo 14.
Pero no estamos en condiciones de decidir. Los avances en el nuevo
frente fractal no sirven para nada en el viejo frente topoldgico. Nuestro
conocimiento de la geometria de la turbulencia sigue en mantillas.

El grueso de este capitulo no precisa de ningln conocimiento previo de
la materia. [ Sin embargo, el especialista observard que una parte del andli-
sis fractal de la turbulencia es la contrapartida geométrica del estudio anali-
tico de correlaciones y espectros. La relacion entre turbulencia y teoria de la
probabilidad es algo que viene de antiguo. En efecto, después de las investi-
gaciones de Perrin sobre el movimiento browniano, los primeros trabajos de
G. L. Taylor fueron la segunda gran influencia sobre Norbert Wiener en su
teorfa matemadtica de los procesos estocésticos. Desde entonces, el andlisis
espectral ha «devuelto» con creces (con intereses acumulados) lo que habia
tomado prestado del estudio de la turbulencia, y ahora es tiempo de que la
teoria de la turbulencia saque provecho de los progresos de una sofisticada
geometria estocastica. En particular, el espectro de Kolmogorov tiene un
homoélogo geométrico que examinaremos en el capitulo 30. 1

Nubes, estelas, chorros, efc.

Un problema genérico de la geometria de la turbulencia se refiere a la
forma de la frontera del dominio donde se encuentra determinada carac-
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teristica del fluido. Tenemos ejemplos sorprendentes de ello en las vo-
lutas sobre volutas que uno encuentra en la nubes comunes (de agua),
asf como en las nubes de las erupciones volcénicas y en los hongos de
las explosiones nucleares. En este punto, resulta realmente dificil esca-
par a la impresion de que, en la medida en que hay un dominio de escalas
seguin el cual una nube tiene unos limites bien definidos, los contor-
nos de las nubes tienen que ser superficies fractales. La misma observa-
cion se puede aplicar a las figuras de los chubascos en las pantallas de
radar. (Véase el capitulo 12 para una primera confirmacién de esta sos-
pecha.)

Pero pretfiero tratar con figuras mas sencillas. La turbulencia puede
estar confinada en una parte de un flujo por lo demds laminar, una estela
o un chorro, por ejemplo. En el grado de aproximacién mas bajo, la
forma es la de una barra. Sin embargo, si examinamos el contorno con
mds detalle, aparece una jerarquia de muescas, cuya profundidad au-
menta con el valor de la medida cldsica de la escala hidrodindmica cono-
cida como niimero de Reynolds. Esta estructura «local» compleja y pal-
pable no evoca tanto una barra como una cuerda con muchos hilos que
vagamente cuelgan de ella y flotan a su alrededor. Su seccién transversal
tipica no es circular, sino mas parecida a una curva de Koch, y mas pare-
cida ain a la mds accidentada de las costas con islas estudiadas en los ca-
pitulos 5 y 28. En todo caso, el contorno de un chorro tiene una aparien-
cia fractal. Si hay torbellinos su topologia es de interés, pero no agotan
toda la estructura.

Para el comentario siguiente hace falta que el lector se haga una ima-
gen mental de una estela, 1a bella forma del aceite que se derrama de un
buque cisterna siniestrado. La «barra» que describe tal estela en la peor
de las aproximaciones tiene muchisima estructura: no es cilindrica, pues
su seccion transversal se ensancha rdpidamente al alejarse del barco, y su
«eje» no es rectilineo, sino que presenta meandros cuyo tamafio tipico
aumenta también con la distancia al buque.

Aparecen rasgos parecidos en la turbulencia debida a la cizalladura
entre dos masas de fluido que se frotan, como se demuestra en Browand
(1966) y Borwn y Roshko (1974). Los estructuras coherentes que resul-
tan («animales») atraen hoy la atencién general. Los fractales no tienen
que ver con su forma global, pero creo que también es claro que la jerar-
quia de finos rasgos que «viajan» en los meandros es sorprendentemente
fractal en su estructura.

La famosa mancha roja de Jupiter podria ser también un ejemplo de
esta clase.

Se plantean problemas afines, aunque distintos, al estudiar la Co-
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rriente del Golfo. No se trata de una corriente marina dnica y bien defi-
nida, sino que se divide en una multitud de ramas ondulantes que, a su
vez, se subdividen y ramifican. Serfa qtil disponer de una especificacion
global de esta tendencia a ramificarse que, sin duda, implicard fractales.

Isotermas, dispersion, etc.

Andlogamente, es interesante estudiar la forma de las superficies de
temperatura constante o las isosuperficies de cualquier otra caracteristica
escalar del fluido. Se pueden trazar isotermas sobre la superficie que ro-
dea un plancton que vive y se reproduce solo en aguas con una tempera-
tura 7>45° y llena todo el volumen disponible. El contorno de tal burujo
presenta un sinfin de convoluciones y, en el modelo concreto del capitulo
30, se puede demostrar que es un fractal.

Cuando un medio estd completamente ocupado por la turbulencia,
pero algunas partes estin marcadas por una caracteristica «pasiva» o
inerte que no afecta al flujo, se plantean una serie de problemas geomé-
tricos bastante generales. El mejor ejemplo lo tenemos en la dispersion
turbulenta de una gota de tinta. En todas las direcciones, y de manera in-
cesante, emerge toda clase de ramas, pero ni los andlisis existentes ni la
geometria estandar sirven de gran cosa para la descripcion de las figuras
resultantes. En la lamina 83 y en Mandelbrot (1976¢) se dan razones por
las que dichas figuras deben ser fractales.

Otras cuestiones geométricas

TURBULENCIA DEL AIRE TRANSPARENTE. He examinado algunas prue-
bas dispersas que sugieren que el conjunto soporte de este fenémeno es
un fractal.

FLUJO ALREDEDOR DE UNA FRONTERA FRACTAL. Este es otro caso tipico
donde la mecdnica de fluidos estd condenada a emplear los fractales (14-
minas 73 y 102),

ALARGAMIENTO DE LOS VORTICES. El movimiento del fluido hace que
los vértices se alarguen. En este proceso, cada vértice tiene que plegarse
para poder acomodar una longitud cada vez mayor en un volumen fijo.
En la medida que el flujo es escalante, mi conjetura es que el vortice
tiende a un fractal.

LA TRAYECTORIA DE UNA PARTICULA DE FLUIDO. En una aproximacion
bastante burda, inspirada en el modelo ptolemaico del movimiento plane-
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tario, supongamos que nuestra particula es transportada verticalmente
hacia arriba por una corriente global de velocidad unidad, mientras es
perturbada por una jerarquia de remolinos, cada uno de los cuales es un
movimiento circular en un plano horizontal. Las funciones resultantes
x(1)=x(0) y y(£)— y(0) son sumas de funciones seno y coseno. Si la contri-
bucién de las frecuencias altas es pequeia, la trayectoria es continua y di-
ferenciable, y por tanto es rectificable, con D=1. Pero si la contribucién
de las frecuencias altas es importante, la trayectoria es un fractal, con D> 1.
Suponiendo que los remolinos sean autosemejantes, dicha trayectoria
resulta ser idéntica a un famoso contraejemplo del andlisis: la funciéon de
Weierstrass (capitulos 2, 39 y 41). Esto le hace a uno preguntarse si la
transicion de la totalidad del fluido a la turbulencia se puede asociar a las
circunstancias bajo las que la trayectoria es un fractal.

La intermitencia de la turbulencia

Debido a la viscosidad del fluido, a la larga la turbulencia acaba por
disiparse, pues la energia del movimiento visible acaba por convertirse
en calor. Las teorfas mds primitivas suponen que la disipacidn es espa-
cialmente uniforme. Pero la esperanza de que la «turbulencia homogé-
nea» fuera un modelo razonable fue descartada por Landau y Lifshitz
(1953-1959), quienes observan que, mientras algunas regiones presentan
una disipacién muy alta, otras parecen carecer de ella casi por completo.
Esto significa que la propiedad tan conocida del viento, que parece ir a
rafagas, se refleja también —de un modo mds consistente— a escalas
mds pequefias.

Este fenémeno, la intermitencia, tue estudiado por primera vez en
Batchelor y Townsend (1949, pag. 253; véase también Batchelor, 1953,
seccion 8.3, y Monin y Yaglom, 1963, 1971, 1975). La intermitencia es
particularmente manifiesta cuando el nimero de Reynolds es muy
grande, en el sentido de que ¢l corte superior es grande en comparacién
con el corte inferior, como en las estrellas, los océanos y la atmdsfera.

Diremos que las regiones en las que se concentra la disipacion la
transportan o soportan.

El hecho de que en este ensayo se traten juntas la intermitencia de la
turbulencia y la distribucion de las galaxias es algo natural y no es en ab-
soluto nuevo. Hace algin tiempo, los fisicos (von Weizsacker, 1950) tra-
taron de explicar la génesis de las galaxias por medio de la turbulencia.
Aceptando que la turbulencia homogénea no puede explicar la intermi-
tencia estelar, von Weizsacker esbozé algunas correcciones que estaban
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en el espiritu del modelo de Fournier («Charlier») del capitulo 9, y por
tanto en el de la teoria que se presenta aqui. Si se reanudaran los esfuer-
zos unificadores de von Weizsacker, se podria establecer un nexo fisico
entre dos tipos de intermitencia y los correspondientes fractales autose-
mejantes.

Uno de los objetivos de dicho efecto unificador seria relacionar la di-
mension de la distribucion de galaxias (que, como ya sabemos, es
D~ 1,23) con las dimensiones que aparecen en la turbulencia, que como
apuntdbamos caen entre 2,5 y 2,7.

Una definicion de turbulencia

Observamos anteriormente que, por raro que parezca, se aplica la
misma expresion, turbulencia, a varios fenémenos distintos. Esta conti-
nua falta de definicion se comprende facilmente si, como pretendo y me
propongo demostrar, para una definicién correcta hacen falta los fracta-
les.

La imagen mental habitual de la turbulencia esta practicamente «con-
gelada» en los términos planteados por primera vez, hace ahora unos cien
afios, por Reynolds para una corriente de fluido en un tubo: cuando la
prestén aguas arriba es débil, el movimiento es regular y «laminar»; si la
presion se aumenta lo suficiente, de repente todo se vuelve irregular. En
este caso prototipico, el soporte de la disipacion turbulenta es o bien «va-
cio», inexistente, o bien todo el tubo. En cualquier caso, ademds de no
haber ninguna geometria que estudiar, tampoco hay razones imperativas
para definir la turbulencia.

En las estelas las cosas son mds complicadas. Hay una frontera entre
la zona turbulenta y el mar circundante, y habria que estudiar su geome-
trfa. Sin embargo, esta frontera es tan clara que un criterio «objetivo»
para definir la turbulencia tampoco es realmente necesario.

En la turbulencia plenamente desarrollada que se da en un tiinel de
viento las cosas también son simples, pues la turbulencia se manifiesta en
el todo, como en el tubo de Reynolds. Sin embargo, los procedimientos
empleados a veces para conseguir este objetivo son curiosos, si hay que
dar crédito a ciertas versiones mantenidas con bastante tenacidad. Se
sabe que, cuando se pone en marcha un tinel de viento, éste no sirve para
el estudio de la turbulencia. Lejos de llenar por completo el volumen que
se le ofrece, la propia turbulencia parece «turbulenta» y se presenta en rg-
fagas irregulares. S6lo después de esfuerzos graduales se consigue esta-
bilizarla al estilo del tubo de Reynolds. Por esta razon, me cuento entre
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los que se preguntan hasta qué punto la «turbulencia de laboratorio» no
intermitente de los tineles de viento se puede considerar el mismo fené-
meno fisico que la «turbulencia natural», intermitente, que se da en la at-
mésfera. De ahi que sea necesario definir los términos.

Abordaremos esta tarea por un camino indirecto, partiendo de un con-
cepto mal definido de qué es turbulento, y examinando los registros uni-
dimensionales de la velocidad en un punto. Los movimientos del centro
de gravedad de un aeroplano grande ilustran un primer andlisis aproxi-
mado de dichos registros. De vez en cuando el aeroplano sufre una sacu-
dida, y esto prueba que ciertas regiones de la atmdsfera son fuertemente
disipativas. Un aeroplano mas pequefio es una sonda mas sensible:
«siente» las rafagas turbulentas que no perturbaban al aeroplano mayor, y
recibe cada choque de los que afectaban a este dltimo como una rafaga
de choques méas débiles. Asi, cuando se examina con detalle un sector
fuertemente disipativo de la seccidn eficaz, aparecen intervalos de com-
portamiento laminar. Y si se afina mas ¢l andlisis, aparecen nuevos inter-
valos laminares mas cortos.

A cada estadio se necesita una redefinicion de qué es turbulento. La
idea de un minuto de registro turbulento adquiere sentido cuando se in-
terpreta como un «minuto de registro que no estd totalmente libre de tur-
bulencias». Por otra parte, el concepto més fuerte de un minuto de regis-
tro densamente turbulento parece carecer de significado observable. Pro-
cediendo por estadios sucesivos, la turbulencia se concentra cada vez
mas en una parte cada vez menor de la duracion total del registro. El vo-
lumen del soporte de la disipacion parece decrecer, y nuestra proxima ta-
rea consistird en modelizar este soporte.

El papel de los fractales autosemejantes

Como ya se ha dicho, no me sorprende que muy pocos aspectos geo-
métricos de la turbulencia se hayan investigado efectivamente, pues las
tinicas técnicas de las que se disponia eran las euclideas. Para escapar de
estas limitaciones se han usado muchas expresiones preeuclideas. Por
ejemplo, los articulos sobre la intermitencia hacen un uso insistente de
expresiones poco corrientes tales como manchado y lleno de grumos.
Batchelor y Townsend (1949) prevén «sélo cuatro tipos de figuras posi-
bles: gotas, barras, tablas y cintas». Algunos conferenciantes (aunque po-
cos escritores) también emplean las expresiones judias, espagueti y le-
chugas, como parte de una terminologia imaginativa que no trata de
ocultar la pobreza de la geometria subyacente.
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Por contra, las investigaciones que he llevado a cabo desde 1964, y
que presenté por primera vez en el Kyoto Symposium de 1966 (Mandel-
brot, 1967k), ampliaron la caja de herramientas de la geometria cldsica
con los fractales autosemejantes.

Propugnar el uso de fractales es un avance radical, pero restringir
los tractales de la turbulencia a la categoria autosemejante es ortodoxo,
pues el propio concepto de autosemejanza se elabord en principio para
describir la turbulencia. El pionero fue Lewis Fry Richardson, del que
ya hablamos en el capitulo 5. Richardson (1926) introdujo el concepto
de jerarquia de remolinos enlazados por una cascada. (Véase el capi-
tulo 40.)

Fue también en el contexto de la teoria de la turbulencia donde la
teoria de las cascadas y la autosemejanza alcanzo sus éxitos de predic-
cion entre los afios 1941 y 1948. Las principales contribuciones se de-
ben a Kolmogorov, Obukhov, Onsager y von Weizsacker, aunque la
tradicion asocia los progresos de esta época al nombre de Kolmogo-
rov. Sin embargo, se produjo un cambio sutil entre Richardson y Kol-
mogorov.

Mientras la autosemejanza viene sugerida por los remolinos visual-
mente perceptibles, la teorfa de Kolmogorov es puramente analitica. Los
fractales, por otra parte, permiten aplicar la técnica de la autosemejanza a
la geometriua de la turbulencia.

El enfoque fractal deberia contrastarse con el hecho peculiar de que
las gotas, barras, tablas y cintas de la cudadruple eleccion de teorias ante-
riores no consiguen ser autosemejantes. Esta podria ser la razén por la
cual Kuo y Corrsin (1972) admiten que dicha eleccién es «primitiva» y
que harian falta estructuras intermedias.

Vienen entonces a la mente una serie de posibles modificaciones ad
hoc de las estructuras estandar. Asi, por ejemplo, las barras se podrian di-
vidir en cuerdas rodeadas de hebras sueltas (recuérdese una situacion si-
milar con las estelas y los chorros) y cortar las tablas en ldminas rodeadas
de capas también sueltas. De algin modo esas hebras y-€sas capas se po-
drfan hacer autosemejantes.

Sin embargo, una tal inyeccién ad hoc de la autosemejanza no se ha
intentado nunca, y la encuentro a la vez poco prometedora y desagrada-
ble. Prefiero seguir un rumbo completamente diferente, y dejar que las
formas globales y los detalles de hebra y capa sean generados por el
mismo proceso. Como los fractales autosemejantes basicos carecen de
direcciones privilegiadas, nuestro estudio deja de lado (por el momento)
todas las cuestiones geométricas interesantes que combinan la turbulen-
cia con el movimiento global.
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[ Obukhov (1962) y Kolmogorov (1962) son los primeros estudios
analiticos de la intermitencia. Por lo que respecta a influencias inmedia-
tas, casi enlazan con los articulos de 1941 de los mismos autores, pero
tienen defectos importantes, por lo que su influencia a la larga se augura
pequeidia. (Véase Mandelbrot, 1972j, 1974f, 19760i y Kraichnan, 1974.) 1

Cortes superior e inferior

Debido a la viscosidad, el corte inferior de la turbulencia es posi-
tivo. Y ademds, las estelas, chorros y otros flujos andlogos presentan
claramente un corte superior n finito. De todas formas, la corriente
aceptacion general de la finitud de n tendria que someterse a critica. Ri-
chardson (1926) afirma que «la observacion demuestra que los valores
numéricos [que se suponen convergentes para muestras de tamafios cer-
canos a £ dependerian totalmente de durante cuanto tiempo se incluy6
un volumen en el promedio. Los trabajos de Defant muestran que para
la atmosfera no hay ningdn limite». Los meteor6logos han descartado
primero, y olvidado después, esta afirmacion, y en mi opinidn lo han
hecho demasiado a la ligera. Los nuevos datos del capitulo 11 y el estu-
dio de la lagunaridad del capitulo 34 refuerzan mi conviccién de que el
tema sigue abierto.

La coagulacion y la turbulencia fractalmente homogénea

En un estadio preliminar aproximado, podemos representar el soporte
de la turbulencia por medio de uno de los fractales autosemejantes obte-
nidos en los capitulos anteriores por un proceso de coagulacion. Este
consistiria en una variante «desaleatorizada» del modelo de Novikov y Ste-
wart del capitulo 23. Al cabo de un niimero finito m de estadios de una cas-
cada de coagulacion, la disipacién se distribuye uniformemente sobre
N=r""? subremolinos escogidos de entre »*" subremolinos no solapantes
de m-ésimo orden, cuyas posiciones vendrian especificadas por el gene-
rador. Después de continuar la cascada indefinidamente, la distribucién
limite de la disipacion se extiende uniformemente sobre un fractal de di-
mension D<3. Propongo el nombre de turbulencia fractalmente homogé-
nea para dicho limite.

La turbulencia homogénea de G. 1. Taylor se obtiene en el limite
D — 3. El hecho notable es que la coagulacion no excluye D=3, pero
permite la nueva posibilidad de que D < 3.
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Evidencia experimental directa de que la intermitencia satisface D>?2

Desde el punto de vista de las secciones lineales, muchas clases de
fractales no acotados presentan un comportamiento muy simple: la sec-
cidn es casi con toda seguridad vacia cuando D <2 y tiene una probabili-
dad no nula de ser no vacia para D>2. (En el capitulo 23 se demuestra
este resultado para un tipo simple de fractales.)

Si el conjunto soporte de la disipacion turbulenta cumpliera que D <2,
el enunciado anterior implicaria que casi todas las sondas experimentales
deberian escapar por entre las regiones turbulentas. El hecho de que no
sea asi sugiere que en realidad D>2. Esta deduccion es extraordinaria-
mente fuerte, pues descansa en un experimento que se repite constante-
mente y cuyos posibles resultados se reducen a una alternativa entre
«nunca» y «a menudo».

Una contrapartida topoldgica provisional es D, > 2. (Mandelbrot,
19760); esta posibilidad es tentadora, pero demasiado especial para deta-
llarla aqui.

Las galaxias y la turbulencia comparadas

La desigualdad D> 2 para el conjunto soporte de la disipacién turbu-
lenta y la desigualdad contraria D <2 para la distribucion de masa en el
cosmos (capitulo 9) emanan de los efectos del signo de D2 para la sec-
cion tipica de un fractal y para su proyeccion tipica en un plano o en el
cielo. Para el fendmeno que se estudia en el presente capitulo, la seccion
debe ser no vacia. En el capitulo 9, por el contrario, el efecto del «cielo
en llamas» se «exorciza» si la mayoria de rectas trazadas desde la Tierra
nunca se encuentran con una estrella. Para ello hace falta que la proyec-
cién de las estiellas en el cielo tenga un drea nula..

El contraste entre los signos de D—2 en estos dos problemas debe te-
ner una relacion vital con una diferencia de estructura.

(Des)igualdades entre exponentes (Mandelbrot, 1967k, 19760)

Muchas caracteristicas ttiles de la turbulencia fractalmente homogé-
nea dependen unicamente de D. Este tema se estudia en Mandelbrot
(19760), donde la turbulencia intermitente se caracteriza por una serie de
exponentes conceptualmente distintos relacionados por (des)igualdades.

(I La situacion recuerda los fendmenos que se dan en un punto critico. 1
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(DES)IGUALDADES ESPECTRALES. La primera (des)igualdad que se plan-
tea en Mandelbrot 1967k (donde se usa la notacion 86=D-2), se expresa
normalmente en funcién del espectro de la velocidad turbulenta, aunque
aqui la presentamos en funcion de la varianza. En la turbulencia fractal-
mente homogénea, la velocidad de un punto cumple que

<[v(x)=v(x+r)],>=1 8,

donde B=(3-D)/3.

En la turbulencia homogénea de Taylor, D=3, y B se anula, quedando
el exponente clasico de Kolmogorov, 2/3, que nos volveremos a encon-
trar en el capitulo 30.

Mandelbrot (19760) también demuestra que el modelo mds general
de coagulacion ponderada, descrito en Mandelbrot (1974f), implica la
desigualdad B< (3-D)/3.

EL MODELO B. Frisch, Nelkin y Sulem (1978) injertan un vocabulario
pseudodindmico en la geometria de la turbulencia fractalmente homogé-
nea descrita en Mandelbrot (19760). La interpretacién ha demostrado su
utifidad, pero sus razonamientos matemdticos y sus conclusiones son
idénticos a los mios. El nombre «modelo » que se ha dado a su interpre-
taciéon se usa bastante y se identitica a menudo con la homogeneidad
fractal.

La topologia de la turbulencia sigue siendo un tema abierto

Los capitulos anteriores insistieron abundantemente en que el mismo
valor de D se puede encontrar en conjuntos que son distintos en cuanto a
su conexion topoldgica. La dimension topoldgica Dy nos da una cota in-
ferior para la dimension fractal D, pero frecuentemente esta cota es supe-
rada por un margen tan amplio que no sirve practicamente para nada.
Una figura de dimensién fractal D comprendida entre 2 y 3 tanto puede
ser «hojaldrada», «hilachuda» o «polvorosa», y puede presentar una tal
variedad de configuraciones que resulte dificil acufiar o encontrar nom-
bres para todas ellas. Por ejemplo, incluso en figuras fractales que en su
mayor parte tienen forma de cuerda, las «hebras» pueden ser tan tupidas
que el resultado sea realmente «algo mas» que cordadas. Andlogamente,
las fractales proximas a las hojas son «algo mds» que hojaldradas. Ade-
mads, se pueden mezclar rasgos de las cuerdas y las hojas a gusto del con-
sumidor. Intuitivamente se podria haber esperado que hubiera una rela-
ciéon mds intima entre la dimensién fractal y el grado de conexién, pero
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los matematicos perdieron esta esperanza entre 1875 y 1925. En el capi-
tulo 23 trataremos un problema especial de esta clase, pero se puede de-
cir que la verdadera relacion entre estas estructuras es en esencia un te-
rreno virgen adn.

La cuestion de la ramificacidn, planteada en el capitulo 14, es tam-
bién de vital importancia, pero su impacto en el estudio de la turbulencia
estd también por explorar.

DESIGUALDADES DE CURTOSIS. Corrsin (1962), Tennekes (1968) y
Saffman (1968) usan una medida de la intermitencia Hamada curtosis
para abordar el tema de la conexion. Sus modelos tratan claramente con
figuras que tienen la dimensidn topolégica del plano (hojas) o de la recta
(barras). Sin embargo, la topologia es determinada indirectamente, me-
diante el exponente de una ley exponencial predicha entre la curtosis y un
nimero de Reynolds. Desgraciadamente, este intento falla porque el ex-
ponente de curtosis estd de hecho dominado por distintas suposiciones
adicionales, y finalmente sélo depende de la dimensién fractal D de Ia fi-
gura generada por el modelo. Corrsin (1962) predice un valor de D igual
a la dimensién topoldgica que postula, D,=2. La prediccién es incorrecta,
debido a que, aunque los datos tengan que ver con fractales, el modelo
no. Por otra parte, Tennekes (1968) postula D,=1, pero obtiene el valor
fraccionario D=2,6, que implica por tanto un fractal aproximado. Sin em-
bargo, la deduccién que se pretendia de una combinacién de «forma» in-
tuitiva y dimension topoldgica a partir de la medida de curtosis, no queda
asegurada.
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11
Singularidades fractales de las ecuaciones diferenciales

Este capitulo se ocupa de una primera relacién entre la geometria
fractal de la naturaleza y la corriente principal de la fisica matematica. El
tema es tan importante que merece capitulo aparte. Los lectores que no
estén interesados en €l pueden saltarselo.

Un defecto de la teoria de la turbulencia

Uno de los grandes defectos de la investigacion tedrica actual sobre la
turbulencia es que se divide en por lo menos dos partes inconexas. En
una de ellas tenemos la fructifera fenomenologia (que examinamos con
mayor detalle en el capitulo 30) propuesta por Kolmogorov (1941). Y en
la otra estdn las ecuaciones diferenciales de la hidrodindmica: las de Eu-
ler para fluidos no viscosos y las de Navier (y Stokes) para fluidos visco-
sos. La relacin entre ambas estd por establecer todavia. Si «explicado» y
«comprendido» significa «reducido a ecuaciones fundamentales», la teo-
ria de Kolmogorov no estd ni explicada ni comprendida. Tampoco ha
contribuido Kolmogorov a resolver las ecuaciones del movimiento de los
fluidos.

Pudiera parecer a primera vista que lo que he dicho en el capitulo 10
(que la disipacién turbulenta no es algo homogéneo en todo el espacio, sino
solo sobre un subconjunto fractal) ensancha atin mds la brecha. Pero yo sos-
tenia que esto no era asi. Y la evidencia a mi favor es cada vez mayor.

La importancia de las singularidades

Repasemos ahora los procedimientos que nos permiten resolver con
éxito las ecuaciones de la fisica matemdtica. Normalmente se empieza
por hacer una lista de soluciones obtenidas resolviendo la ecuacién en
circunstancias especiales y soluciones adivinadas basindose en la obser-
vacion fisica. A continuacién, y prescindiendo de los detalles de las solu-
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ciones, se hace una lista de las «singularidades» elementales caracteristi-
cas del problema. A partir de ahf, se pueden resolver en primera aproxi-
macién otros casos mas complejos de la misma ecuacién identificando
las singularidades pertinentes y enlazdndolas convenientemente. Asi es
también como un estudiante de cédlculo infinitesimal se las arregla para
trazar la grifica de una funcién racional. En este caso las singularidades
son conjuntos euclideos comunes: puntos, curvas y superficies.

Conjetura: las singularidades del movimiento de un fluido
son conjuntos fractales (Mandelbrot, 1976c).

Con esto en mente, interpreto que las dificultades que se encuentran
al estudiar la turbulencia a partir de las soluctones de las ecuaciones de
Euler y Navier-Stokes implican que una singularidad no comun es la res-
ponsable de lo que percibimos intuitivamente como caracteristicas tipi-
cas de la turbulencia.

Sostengo (Mandelbrot, 1976c) que las soluciones turbulentas de las
ecuaciones fundamentales presentan singularidades o «cuasisingularida-
des» de una clase completamente nueva. Dichas singularidades son con-
juntos fractales localmente escalantes, y las cuasisingularidades son
aproximaciones a los mismos.

Esta opinién es, de entrada, legitima por cuanto, al haber fallado los
conjuntos euclideos comunes, uno puede probar con los conjuntos mejor
conocidos de un grado de dificultad inmediatamente superior. Pero se
pueden dar justificaciones mds concretas.

Fluidos no viscosos (Euler)

PRIMERA CONJETURA CONCRETA. Parte de mi afirmacién es que las sin-
gularidades de las soluciones .de. las ecuaciones de Euler son conjuntos
fractales. .

JUSTIFICACION. Mi conviccidn se basa en la antigua idea de que las si-
metrias y otras invariancias presentes en una ecuacién «deberian» mani-
festarse en sus soluciones. (Para una descripcion elocuente, cuidada y au-
tocontenida, véase el capitulo IV de Birkhoff, 1960.) Por supuesto que la
conservacién de la simetria no es, ni mucho menos, un principio general
de la naturaleza, y por ello no se puede descartar aqui la posibilidad de
una «rotura de simetria». Sin embargo, mi propuesta es intentar ver cua-
les serfan las consecuencias de la conservacion de la simetrfa. Como las
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ecuaciones de Euler son invariantes por cambio de escala, también debe-
rian serlo sus soluciones tipicas, y lo mismo deberia ser cierto para las
singularidades de dichas soluciones. Y si el fracaso de los intentos ante-
riores se toma como prueba de que las singularidades no son puntos, li-
neas ni superficies comunes, dichas singularidades deben ser fractales.

Podria ocurrir, naturalmente, que la forma y tamafio del contorno, asi
como la velocidad inicial, impusieran una escala. Sin embargo, es proba-
ble que el comportamiento local de la solucidn sea gobernado por un
«principio de insensibilidad al contorno». Por tanto, localmente las solu-
ciones tienen que carecer de escalas.

LA OBRA DE ALEXANDER CHORIN. Chorin (1981) da un sélido apoyo a mi
opinidn, aplicando un método del vértice al andlisis del dominio inercial en
la turbulencia plenamente desarrotlada. Su conclusion es que la vorticidad
sumamente extendida se acumula en un dominio de volumen decreciente y
dimension D~2.5, compatible con las conclusiones del capitulo 10. La co-
rreccion de los exponentes de Kolmogorov, B=1,7+0,03, es compatible
con los datos experimentales. Los cdlculos sugieren que las soluciones a
las ecuaciones de Euler en tres dimensiones surgen en un tiempo finito.

En trabajos no publicados, Chorin se aproxima atiin mas a los resulta-
dos experimentales: 2,5<D<2,6.

Fluidos viscosos (Navier-Stokes)

SEGUNDA CONJETURA ESPECIFICA. También afirmé que las singularida-
des de las soluciones de la ecuacién de Navier-Stokes s6lo podian ser
fractales.

DESIGUALDADES DIMENSIONALES. Tenemos también la sensacién intui-
tiva de que las soluciones de la ecuacién de Navier-Stokes tienen que ser
mds regulares, y por ello menos singulares, que las de la ecuacién de Eu-
ler. Por tanto, la nueva conjetura es que en ¢l caso de Euler la dimensién
es mayor que en el caso de Navier Stokes. La transicién a viscosidad nula
es, sin duda, singular.

CUASI SINGULARIDADES. Una ltima conjetura en la puesta en prictica
de mi concepcidn global del problema se refiere a los maximos de disipa-
cion implicados en la idea de intermitencia: son singularidades de Euler
regularizadas por efecto de la viscosidad.

LA 0BRA DE V. SCHEFFER. El examen de mis conjeturas sobre el caso
viscoso fue promovido por V. Scheffer, al que recientemente se han
unido otros, estudiando bajo esta luz un fluido finito o infinito, sometido
a la ecuacién de Navier-Stokes y con una energia cinética finita en z = 0.
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En el supuesto de que haya efectivamente singularidades, Scheffer
(1976) demuestra que cumplen necesariamente los siguientes teoremas.
Primero, la dimension fractal de su proyeccion sobre el eje de tiempos es
menor o igual que 1/2. Segundo, su proyeccion sobre las coordenadas es-
paciales es como médximo un fractal de dimension 1.

Al final ha resultado que el primero de estos resultados es un corola-
rio de una observacién de un antiguo y famoso articulo de Leray (1934),
que termina de repente con una desigualdad formal cuyo corolario es el
primer teorema de Scheffer. De hecho, no es mas que una reformulacion.
Pero jes justo decir «no es mas que»? Rara vez se considera (y por fun-
dadas razones) que reformular un resultado en una terminologia mas ele-
gante sea un progreso cientifico, pero pienso que este caso es distinto. La
desigualdad del teorema de Leray fue practicamente inutil hasta que el
corolario de Mandelbrot-Scheffer la situd en la perspectiva adecuada.

Los antecedentes de todas las aplicaciones casi rutinarias de la di-
mension de Hausdorff-Besicovitch a los estudios recientes de la ecuacion
de Navier-Stokes se remontan a mi conjetura.

Singularidades de otras ecuaciones no lineales de la fisica

Hay otros fendmenos que, segiin sostiene este ensayo, también impli-
can fractales escalantes, y que no tienen nada que ver ni con la ecuacién
de Euler, ni con la de Navier-Stokes. La distribucién de galaxias, por
ejemplo, es regida por las ecuaciones de la gravitacion. Sin embargo, el
argumento de la conservacién de la simetria vale para todas las ecuacio-
nes escalantes. De hecho, ahora se puede interpretar (jcon una perspec-
tiva total!) una oscura observacion de Laplace (véase la entrada «la inva-
riancia por cambio de escala en Leibniz y Laplace», capitulo 41) como si
apuntara el tema del capitulo 9. - :

En general, el carécter fractal de las singularidades se remonta proba-
blemente a rasgos genéricos compartidos por muchas ecuaciones distin-
tas de la fisica matematica. ; Puede haber una clase muy amplia de no li-
nealidad? Retomaremos el tema, en otros términos, en el capitulo 20.
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12
Relaciones entre longitud, drea y volumen

Los capitulos 12 y 13 extienden las propiedades de la dimension frac-
tal a numerosos casos menores de importancia variable y dificultad cre-
ciente. El capitulo 14 demuestra que la geometria fractal necesita de con-
ceptos que van mds alld de la simple dimensidn fractal.

El presente capitulo describe, y aplica a ciertos casos concretos, los
equivalentes fractales (desarrollados por mi) de ciertos resultados co-
munes de la geometria euclidea. Se pueden considerar andlogos a las
relaciones fractales de la forma M(R)=<R" obtenidos en los capitulos 6,
8y9.

Andlisis dimensional estdndar

Del hecho de que la longitud de la circunferencia de radio R valga
27R y que el drea del circulo correspondiente sea TR?, se sigue que

_(longitud) =271t"*(4rea)'.
Para los cuadrados, la relacion correspondiente es
(longitud)=4 (drea)'”?

Y, en general, en cada familia de figuras planas corrientes, geométri-
camente semejantes y de tamafios distintos, la razén (longitud)/(4rea)'’?
es una constante determinada por la forma comun de todas ellas.

En el espacio (E =3), la longitud, el (drea)'”? y el (volumen)'® dan
evaluaciones alternativas del tamafio lineal de la figura, y la razon entre
dos cualesquiera de ellas es un pardmetro de forma, independiente de las
unidades de medida.

La equivalencia de distintas medidas del tamafio lineal es util en mu-
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chas aplicaciones. Y su generalizacion a sus magnitudes tiempo y masa
es la base de una técnica muy potente que los fisicos conocen como
«andlisis dimensional». (Una exposicion recomendable de sus caracteris-
ticas fundamentales se encuentra en Birkhott, 1960.)

Resultados dimensionales paraddjicos

No obstante, esta equivalencia entre distintos tamafios lineales resulta
insidiosamente escurridiza en un ndmero de casos cada vez mayor. Por
ejemplo, para el cerebro de los mamiferos se tiene

(volumen)'”* e (area)'”,

con D~ 3, muy superior al valor 2 que se presumia. En el caso de las
cuencas de drenaje fluvial, Hack (1957) mide la longitud a lo largo del
rfo principal y encuentra

)1/2 )l/[),

(area)"’* o< (longitud
con D definitivamente superior al valor previsto . Los autores primitivos
interpretaban que este resultado implicaba que las cuencas fluviales no
eran autosemejantes, siendo mas alargadas las mayores y mds rechon-
chas las menores. Por desgracia esta interpretacion contradice la eviden-
cia.

En este capitulo describo mi explicacion de estos y otros resultados
de un modo mas convincente. Mi instrumento de trabajo serd una nueva
relacion, fractal, entre la longitud, el rea y el volumen.

Relacion fractal longitud-drea

Para precisar mas el argumento, consideremos un conjunto de is-
las geométricamente semejantes con costas fractales de dimensién
D > 1. En este contexto, la razén estdndar (longitud)/(area)'”? es infi-
nita, pero yo propongo que tiene un equivalente fractal dtil. Llamare-
mos G-longitud a la longitud de la costa obtenida con una regla de
longitud G, y G-drea a la superficie de la isla medida en unidades
de G*. Sabiendo que la dependencia de 1a G-longitud respecto a G es
no estindar, pero que la de la G-drea si lo es, definimos la razon gene-
ralizada
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(G-longitud)’? / (G-4rea)'”.

Lo que yo digo es que esta razén vale lo mismo para todas nuestras
islas geométricamente semejantes.

En consecuencia hay dos maneras distintas de evaluar el tamafio li-
neal de cada isla en unidades de G: la expresion estdndar (G-drea)'” y
también la no estiandar (G- longitud)'’P.

Lo nuevo de todo esto es que, si sustituimos la regla de longitud G
por otra de longitud G’, la nueva razdn entre los dos tamafios lineales al-
ternativos es

(G -longitud)"P/(G’-4rea)'?,
que difiere de la anterior en un factor (G’/G)"/P!,

La razén entre tamaiios lineales varia de un conjunto de figuras mu-
tuamente semejantes a otra, tanto si son fractales como si no lo son. Por
tanto, cuantifica un aspecto de la forma de las figuras.

Nétese que la relacion longitud-drea se puede usar para estimar la di-
mension fractal de una curva que delimita un dominio estdndar.

DEMOSTRACION DE LA RELACION. El primer paso consiste en medir la
longitud de cada costa con el patron intrinseco (definido a partir del area)

G* =(G-drea)"*/ 1000.

Si aproximamos las costas de cada una de nuestras islas por poligo-
nos de lado G*, todos los poligonos obtenidos serdn también semejantes
entre si, y sus longitudes serdn proporcionales a los tamaifios lineales es-
tandar (G-drea)'?. ,

Sustituyamos ahora G por la regla prescrita G. Ya sabemos, por el ca-
pitulo 6, que la longitud cambia en la proporcién (G/G*)"P. En conse-
cuencia,

(G-longitud) &< (G-drea)'* (G/ G*)' -P
(G_—érea)”2~(1G1 -P10007 -1 =
(G-drea)®’*G'-21000°-".

Por fin, elevando cada miembro a la potencia 1/D, se obtiene la rela-
cion que se pretendia demostrar. (Dem. 12.2)
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¢ Cudnto serpentea el Missouri?

Los argumentos anteriores arrojan también cierta luz sobre las longi-
tudes medidas de los rios. Con objeto de definir una longitud para el rio
principal de una cuenca de drenaje fluvial, aproximamos ei curso del rio
por una linea ondulada autosemejante de dimensién D> 1 que va de un
punto, que llamaremos nacimiento a otro que llamaremos desemboca-
dura. Si todos los rios, asi como todas las cuencas, son semejantes entre
sf, el argumento fractal sobre la relacion longitud-drea predice que

la (G-longitud del rio)' /? es proporcional
a la (G-area de la cuenca)'’?,

Ademds, por razones de geometria estdndar se tiene que

la (G-drea de la cuenca)'’? es proporcional a la
distancia recta del nacimiento a la desembocadura.

Combinando ambos resultados, llegamos a que

la (G-longitud del rio)"” es proporcional a la
distancia recta del nacimiento a la desembocadura.

Y lo més notable, como ya hemos mencionado, es que Hack (1957)
encuentra empiricamente que la razén

(G-longitud del rio)/(G-drea de la cuenca)™®

es en efecto comin a todos los rios. Esta estimacion indirecta de D/2
=0,6 nos da D=1,2, que nos recuerda los valores deducidos a partir de
fas longitudes de las costas. Si se mide el grado de irregularidad por [a D,
jresulta que el grado de irregularidad de los serpenteos locales de las ri-
beras y el de las curvas enormemente globales son idénticos!

Sin embargo, para cuencas de drea> 104 km? y rios consecuente-
mente largos, J. E. Mueller observa que el valor de D disminuye hasta 1.
Estos dos valores distintos de D hacen pensar que, si se trazan mapas de
todas las cuencas sobre hojas de papel del mismo tamafio, los mapas de
los rios cortos y los de los rios largos tienen el mismo aspecto, pero los
de los rios sumamente largos se parecen mas a rectas. Pudiera ser que la
autosemejanza no estandar se acabara en un corte superior n del orden de
100 km.
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LONGITUD ACUMULADA DE UN ARBOL FLUVIAL. El argumento prece-
dente sugiere también que la longitud acumulada de todos los rios de una
cuenca de drenaje tendria que ser proporcional al drea de dicha cuenca.
Me han comunicado que esta prediccion es correcta, pero no tengo nin-
guna referencia.

DE VUELTA A LA GEOMETRIA. Para los rios y cuencas de la curva del «ba-
rrido del copo de nieve» de las laminas 102 y 103 teniamos D~ 1,2618,
algo superior al valor observado. La dimension correspondiente para las
laminas 70y 71 es D~1,1291, ligeramente inferior.

Las curvas de Peano de las laminas 93 y 96, con D=1, estin muy
fuera de lugar.

Notese que la igualdad de las dimensiones de los rfos y sus cuencas
no es una necesidad logica, sino s6lo un rasgo de ciertos modelos recu-
rrentes concretos. Por contra, una red fluvial relacionada con la curva
punta de flecha (Idimina 204) y descrita en Mandelbrot (1975m) tiene rios
de dimension D=1, que es demasiado pequeiia, y cuencas de dimensién
D ~1,5849, que es demasiado grande.

Geometria de la lluvia y de las nubes

En las paginas 15, 25, 26 y 138 se habla de la posibilidad de usar frac-
tales para hacer modelos de las nubes. Lovejoy (1982) ha venido a con-
firmar esta espectativa, mediante la grafica fractal area-perimetro de la
lamina 168. En meteorologia hay muy pocas graficas que retnan todos
los datos disponibles en una gama de tamafios tan enorme, y son casi tan
rectas como ésta. :

Dichos datos combinan observaciones por radar de zonas lluviosas
del Atlantico tropical (con tasas de luvia por encima de los 0,2
mm/hora), con observaciones infrarrojas desde satélites geoestacionarios
de zonas nubladas sobre el océano Indico (zonas en las que la tempera-
tura de la cima de la nube estd por debajo de —10°C). Las dreas de las zo-
nas varfan entre 1 y 1.000.000 Km?. La dimension del perimetro, ajus-
tado hasta seis cifras significativas por lo menos, es 4 / 3. Dejo al doctor
Lovejoy el placer de aportar una explicacidn fisica.

La mayor de las nubes se extendia desde el Africa Central hasta el sur
de la India, que corresponde a una distancia muy superior al grosor de la
atmosfera, al cual se asimila demasiado a menudo la cota superior L de
la turbulencia atmosférica. La cita de Richardson de la pag. 149 podria
resultar profética.

163



La relacion drea-volumen. Condensacion por microgotas.

La deduccién de la relacion longitud-drea se generaliza facilmente a
dominios espaciales limitados por superficies fractales, llegdndose a la
relacion

(G-drea)' P o< (G-volumen)'’?.

Para ilustrar esta relacién, considérese la condensacién de un vapor.
Es un fendmeno fisico muy corriente, y sin embargo la teoria que lo ex-
plica es reciente. Segiin Fisher (1967), 1a siguiente representacién geo-
métrica fue presentada, al parecer independientemente, por J. Frenkel,
W. Band y A. Bijl, a finales de los afios treinta. Un gas estd constituido
por moléculas aisladas muy separadas entre si, aparte de unos pocos con-
densados que se mantienen con mds o menos firmeza por las fuerzas
atractivas. Los condensados de distintos tamafios coexisten en mutuo
equilibrio estadistico, asociandose y disocidndose, pero la probabilidad
de que haya condensados de buen tamaiio, més parecidos a «gotitas» de
liquido, es pequefia. Un condensado bastante grande (que no sea dema-
siado «alargado», como un pedazo de alga, por ejemplo), tiene un area
bastante bien definida. La superficie de un condensado le proporciona su
estabilidad. Si se hace descender la temperatura, a los condensados les
resulta ventajoso combinarse formando gotitas, y a las gotitas les con-
viene amalgamarse, reduciendo con ello el 4rea total y disminuyendo por
tanto la energia total. En condiciones favorables las gotitas crecen rapida-
mente, y la presencia de una gotita microscopica indica que se ha produ-
cido la condensacién.

Basandose en esta representacion, M. E. Fisher propone que el area y
el volumen de una gotita que se condensa guardan una relacion equiva-
lente a drea'’Poc volumen'”. Fisher calcula D por medios analiticos sin
preocuparse de su significado geométrico, pero ahora resulta inevitable
la conjetura de que las superficies de las gotitas son fractales de dimen-
sién D. '

Los pliegues del cerebro de los mamiferos

Para ilustrar la relacién drea-volumen en el caso limite importante en
que D=3, y al mismo tiempo reforzar el exorcismo de las figuras de Pe-
ano presentado en el capitulo 7, interpretaremos un famoso problema de
anatomia comparada por medio de superficies que casi llenan el espacio.
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El volumen del cerebro de los mamiferos oscila entre los 0,3 y los
3000 ml, siendo el cértex de los animales pequefios relativa o completa-
mente liso, mientras que el de los grandes tiende a presentar convolucio-
nes, con independencia de la situacién del animal en la escala evolutiva.
Los zodlogos razonan que la proporcién entre materia blanca (formada
por los axones neuronales) y materia gris (donde terminan las neuronas)
es aproximadamente la misma para todos los mamiferos, y que para
mantener esta proporcién un cortex cerebral grande tiene necesariamente
que plegarse. La certeza de que el grado de plegamiento tiene un origen
puramente geométrico libera al hombre de sentirse amenazado por el del-
fin o la ballena: son mayores que nosotros, pero no por ello estin mds
arriba en la escala evolutiva.

El estudio cuantitativo de dicho plegamiento cae fuera del dominio de
la geometria estandar, pero encaja muy bien en el de la geometria fractal.
El volumen de materia gris es aproximadamente igual a su grosor multi-
plicado por el drea de la membrana superficial del cerebro, llamada
«pia». Si este grosor E fuera el mismo para todas las especies, el drea de
la pia serfa proporcional al volumen de la materia gris y también al de la
materia blanca, y por tanto al volumen total. En consecuencia, a partir de
la relacidn drea-volumen tendriamos D=3, con lo que la pia seria una su-
perficie que, moédulo E, llenaria el espacio.

La relaci6n drea-volumen empirica més ajustada es A o< VP73, con D/3e<
0,91 a 0,93 (Jerison, comunicacién oral, basada en los datos de Elias y Sch-
wartz, Brodman, y otros). La interpretacion mas inmediata es que la pia sélo
llena el espacio parcialmente, con una D comprendida entre 2,73 y 2,79. Al re-
sumir este tema en el capitulo 17, esbozaremos un argumento mds sofisticado.

Membranas alveolares y celulares

¢/ Tendra algin bidlogo la amabilidad de levantarse y proclamar que la
seccidén precedente no aporta ningin resultado nuevo ni ninguna opinion
inesperada? Me encanta que me formulen esta objecion, porque refuerza
los argumentos que presenté al principio del capitulo 7. A pesar de que
un bidlogo echaria a correr ante una superficie de Peano tal y como la
presentan los matemadticos, puedo afirmar que la idea de fondo es bien
conocida para las mentes tedricas avanzadas en este campo.

Asfi pues, la mayor novedad de la seccién anterior son las superficies
con D<3, que (como vimos) son necesarias para un buen ajuste. Sigamos
con su nueva aplicacion a la biologia, con un esbozo de cémo desenma-
rafiar la estructura detallada de varias membranas vivas.
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Para empezar, resumiremos en un parrafo la seccion 4.3.7 de Weibel
(1979). Las estimaciones del drea alveolar del pulm6n humano son con-
tradictorias: segn la microscopia éptica es de 80 m?, mientras que segin
la microscopia electrénica, es de 140 m?. ;Es importante esta discrepan-
cia? La estructura fina no juega ningln papel en el intercambio de gases,
pues es suavizada por un revestimiento liquido (que da un area funcional
atin menor), pero es importante en el intercambio de sustancias disueltas.
Las mediciones (estimuladas por mi articulo Coast of Britain) indican
que, en primera aproximacién y para una amplia gama de escalas, la di-
mension fractal de la membrana es D=2,17.

Paumgartner y Weibel (1979) estudian las membranas sub-celulares
de las células hepaticas. Como en el caso anterior, el marcado desacuerdo
que habia entre distintas estimaciones del drea por unidad de volumen se
desvanece si se postula que D=2,09 para la membrana mitocondrial ex-
terna (que envuelve la célula y sdlo se aparta ligeramente de la suavidad
caracteristica de las membranas con una razén drea/volumen minima).
Por otra parte, se tiene D=2,53 para las membranas mitocondriales inter-
nas'y D=1,72 para el reticulo endoplasmatico.

Sefialemos también que la estructura del hueso nasal de muchos ani-
males presenta una complicacién extraordinaria, de modo que la «piel»
que recubre dicho hueso tiene un drea muy grande en un volumen pe-
quedo. En el ciervo y el zorro artico quizd desempeiie una funcion olfa-
tiva, pero el objeto de una forma andloga en el camello es economizar
agua (Schmidt-Nielsen 1981).

Geometria de los ordenadores modulares

Para ilustrar mejor atin la relacién area-volumen, abordaremos una fa-
ceta de los ordenadores. Aunque €stos no sean sistemas naturales, esto no
tiene por qué ser un obsticulo. Este caso y otros permitirdn comprobar
que los métodos fractales sirven para analizar cualquier sistema, tanto
natural como artificial, que se componga de «partes» articuladas en
forma autosemejante y tales que las propiedades de las partes sean menos
relevantes que las reglas de articulacién.

Los circuitos de los ordenadores compiejos se subdividen siempre en
gran nimero de médulos. Cada uno de ellos consta de una gran cantidad C
de componentes y estd conectado con su entorno por un gran nimero 7 de
terminales. Con un pequefio porcentaje de error, se tiene que 7' /P oc C/E,
Dentro de un momento justificaré esta manera de escribir el exponente. En
IBM la regla anterior se atribuye a E. Rent (véase Landman y Russo, 1971).

166



Los primeros datos sugerian D/ E=2/3, resultado que Keyes (1981)
extrapola a grandes «circuitos» del sistema nervioso (como el nervio 6p-
tico y el corpus callosum). Sin embargo, {a razén D/ FE aumenta con el
rendimiento del circuito. El rendimiento, a su vez, refleja el grado de pa-
ralelismo presente en el disefio. En particular, en los disefios con caracte-
risticas extremas se¢ llega a valores extremos de D. En un registro de
desplazamiento, los modulos forman una cadena y T=2 independiente-
mente de C, con lo que D=0. En caso de paralelismo integral, cada com-
ponente precisa de su propio terminal y por tanto, 7= C, con lo que
D=E.

Para explicar D/E=2/3, R. W. Keyes observé que, normalmente, las
componentes estan dispuestas en el interior del volumen de los médulos,
mientras que las conexiones se distribuyen por su superficie. Para probar
que esta observacién implica la regla de Rent, basta con suponer que to-
das las componentes tienen aproximadamente el mismo volumen V'y la
misma superficie 6. Como C es igual al volumen total del médulo divi-
dido por V, C''? es aproximadamente proporcional a su radio. Por otro
lado, T es la superficie total del mddulo dividida por o, con lo que 7'/? es
aproximadamente proporcional también al radio. La regla de Rent no es
maés que otra expresion de la equivalencia de dos medidas del radio de
una figura espacial estandar. E=3 es la dimensidn euclidea del circuito y
D=2 es la dimension de una superficie comin.

Nétese que el concepto de médulo es ambiguo y casi indefinido, aun-
que la regla de Rent es compatible con esta caracteristica, siempre que
los submédulos de cualquier médulo estén interconectados por sus su-
perficies.

Los casos extremos mencionados mds arriba tienen una interpretacion
igualmente sencilla. En una estructura lineal estandar, E=1 y la frontera
se reduce a dos puntos, con lo cual D=0. Y en una estructura plana es-
tandar, E=2y D=1.

Sin embargo, cuando la razén E/D no es ni 3/2 ni 2/1, la geometria
euclidea no nos permite interpretar C o T como expresiones del volumen
o la superficie, respectivamente. Sin embargo, tales interpretaciones si
son posibles y resultan utiles en geometria fractal. En un circuito espacial
que estd en contacto con el exterior a través de su propia superficie, E=3
y D toma un valor comprendido entre 2 y 3. En un circuito plano que esté
en contacto con el exterior a través de la curva que lo delimita, E=2y D
toma un valor entre 1 y 2. E] caso de paralelismo integral, D=E, corres-
ponde a contornos de Peano. Por ofra parte, si el contorno se utiliza de
modo incompleto, el «contorno efectivo» puede ser cualquier superficie
conuna Dentre Oy E.
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Fig. 168. Log(perimetro) en funcidn del log(drea) para nubes (0) y
zonas lluviosas (). De Lovejoy 1982
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13
Islas, racimos y percolacidn; relaciones didmetro-nimero

Este capitulo estd dedicado a las o-curvas fractales, esto es, a fracta-
les que se descomponen en una infinidad de fragmentos disjuntos, cada
uno de los cuales es una curva conexa. Los casos concretos a considerar
abarcan desde las costas de las islas de un archipiélago hasta un pro-
blema importante de la fisica, la percolacién. El material de algunas de
las primeras secciones estd tomado del Fractals de 1977, y el grueso del
resto del capitulo es nuevo.

Para empezar, volvamos a la cuestién de cudnto mide la costa de Bre-
tafia y preguntémonos cudntas islas hay alrededor de la costa de Bretaria.
Con toda seguridad su ndmero es muy grande y también estd mal deter-
minado. A medida que vayamos incluyendo pequeiios islotes en la lista
de islas, €sta se alargard mds y mas, y el nimero total de islas resultara
ser practicamente infinito.

Como el relieve terrestre estd finamente «arrugado», no cabe duda
de que el drea total de una isla, al igual que la longitud de una costa, es
geograficamente infinita. Pero a los dominios delimitados por las cos-
tas les corresponden «dreas planas» bien definidas. Y una caracteris-
tica geografica importante es el modo en que una cierta drea plana to-
tal se reparte entre las diversas islas. Se podria incluso aducir que esta
relacion «drea-nimero» contribuye mas a la forma geografica que las
formas de las costas individuales. Asi, por ejemplo, se hace dificil
pensar en las costas del mar Egeo sin considerar también las de las is-
las griegas. El tema merece, pues, un estudio cuantitativo, y en este ca-
pitulo haremos uno basado en una generalizacién de las curvas de
Koch.

Luego se estudian también otras figuras fragmentadas obtenidas por
generalizacion de los procesos generadores de fractales ya conocidos,
bien sea por el método de Koch o el de coagulacion. Las figuras resultan-
tes se denominan aqui racimos de contacto y se demuestra que tienen la
misma relacién didmetro-nimero que las islas.
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Tienen especial interés los racimos de contacto que llenan el plano, y
en particular los generados por ciertas curvas de Peano cuyos terdgonos
no se cortan a si mismos, pero cuyos puntos de autocontacto estan cuida-
‘dosamente controlados. jLa epopeya de la doma de los monstruos de Pe-
ano se enriquece asi con una nueva escena!

Y finalmente, aunque no por ello es menos importante, veremos tam-
bién en este capitulo la primera parte del estudio de la geometria de la
percolacion, fenémeno fisico de gran importancia que también estudiare-
mos en el capitulo 14.

Generalizacion de la ley empirica de Korcak

Hagamos una lista de todas las islas de una region por orden decre-
ciente de tamarios y sea Nr (A >a) el nimero de ellas de tamafio mayor
que a [ notacién andloga a Pr (A >a) de la teoria de la probabilidad. 1
Aquf a serd un posible valor del drea plana de una isla y A denota la va-
riable «4rea plana».

Se encuentra la sorprendente relacion siguiente:

Nr(A>a)=Fa®

donde F’ y B son dos constantes positivas que llamaremos prefactor y ex-
ponente. Casi habria que atribuir esta ley a KorCak (1938) (el nombre se
pronuncia Kor’chak), si no fuera porque sostiene que B=1/2, afirmacion
que me parecié increible y que los datos probaron infundada. En reali-
dad, B varia de una region a otra y es siempre > 1/2. Permitaseme ahora
mostrar que la ley generalizada de mds arriba es el equivalente de la dis-
tribucién que se obtiene en el capitulo 8 para las longitudes de los huecos
de un polvo de Cantor. '

Continentes e islas de Koch y sus diversas dimensiones

Con objeto de producir un equivalente de Koch de los huecos de Can-
tor, tomaré un generador formado por varias porciones inconexas. Y para
asegurarme de que el fractal limite se pueda seguir interpretando en tér-
minos de costas, una de estas porciones del generador serd una linea que-
brada conexa de N.<N enlaces, uniendo los extremos del intervalo
[0,1]. Esta parte la llamaré generador de la costa, pues determina la
transformacion de una costa inicialmente recta en otra fractal. Los demds
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N—-N_ enlaces forman un circuito cerrado que «siembra» nuevas islas y
que Hamaremos generador de islas. He aqui un ejemplo:

Bl

0 D=4/3

En estadios posteriores, la subisla siempre se mantiene a la izquierda
del generador de la costa (yendo de O a 1) y del generador de islas (reco-
rrido en el sentido de las agujas del reloj).

Una primera novedad es que en la fractal limite aparecen ahora dos
dimensiones distintas. Juntando todas las costas de las islas se tiene
D=log N/log(1/r), pero para la costa de cada isla por separado resulta
D =log N/log(l/r), con las desigualdades

1<D.<D.

Al no ser conexa, la costa total no es una curva, sino una suma (Z,
sigma) infinita de circuitos. Propongo que se la llame sigma-circuito o,
abreviadamente, o-circuito.

Nétese que para modelizar la relacién observada entre D y D en las
islas reales harfan falta otras hipétesis adicionales, a menos que se pudie-
ran deducir de una teoria, como en el capitulo 29.

La relacion didmetro-niimero

La demostracién de la validez de la ley de Korcak para las islas de la
seccidn anterior es muy simple cuando el generador sélo tiene una isla y
los terdgonos son autoevitantes. (Recuérdese que los terdgonos son las li-
neas quebradas que aproximan la curva.) En tal caso, el primer paso de la
iteracién produce una isla. Sea A, su «didmetro», definido como Va. El
segundo paso crea N islas de didmetro A, Y en el estadio m-ésimo se
crean N" islas de didmetro A=r"A,. Globalmente, cuando se multiplica A
por r, Nr (A>\) queda multiplicado por N. Por tanto, la distribucién de A
(para los valores de A de la forma rA,) tiene la forma

Nr(A>N)=F\7P,
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jen la que el exponente decisivo es la dimensién fractal de la costa! Y
como corolario

Nr{A>a)=Fa™®, con B=D/2,

con lo que hemos obtenido la ley de Koréak. Para otros valores de A o de
a, se tiene una grafica escalonada como las que obtuvimos para las longi-
tudes de los huecos de Cantor en el capitulo 8. _

Este resultado es independiente de Ny de D, y vale también cuando
el generador tiene dos o mds islas. Vemos también que ta B empirica co-
rrespondiente a toda la Tierra es del orden de 0,6, muy préxima a la mi-
tad de la D medida a partir de las longitudes de las costas.

Generalizacion a E>2

En la misma construccién generalizada al espacio, sigue cumplién-
dose que el didmetro E dimensional, definido como volumen 1/E, se
ajusta a una expresion hiperbolica de la forma Nr (volumen'’t > X)=
FA™P, donde el exponente crucial también es D.

El exponente D gobierna también el caso especial de los polvos de
Cantor para E=1, pero en ese caso surge una diferencia importante: la
longitud fuera de los huecos de Cantor es nula, mientras que el 4rea exte-
rior a las islas de Koch puede ser, como generalmente ocurre, positiva.
Volveremos sobre el tema en el capitulo 15.

La dimension fractal puede ser solamente una medida de fragmentacion

En la construccién anterior también puede darse el siguiente genera-
dor o

{3 O N=16
o
ol ] r=1/8

@-0—0-0-0-0-0-00 a D=4/3

La D global no varia, pero la D de la costa toma el minimo valor po-
sible, D= 1. En este modelo, las costas de las islas son rectificables. En
tal caso la D global no mide la irregularidad, sino sélo la fragmentacidn.
En vez de medir el grado de ondulacién de las curvas individuales, la D
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mide la relacién nimero-drea de la familia infinita de islas rectangulares.

Sigue siendo cierto que, si se mide la longitud con una regla de longi-
tud &, el resultado tiende a infinito para € — 0, pero ahora por un nuevo
motivo. Con dicha regla sélo pueden considerarse islas de didmetro ma-
yor o igual que €. Pero el nimero de tales islas aumenta al tender £ a 0, y
la longitud medida se comporta como €' ~P, exactamente igual que en au-
sencia de islas.

En el caso general, con D> 1, este valor mide sélo la irregularidad,
mientras que la D cuantifica la irregularidad y la fragmentacion en con-
junto.

UN FRACTAL FRAGMENTADO PUEDE TENER TANGENTE EN TODOS SUS PUN-
TOS. Redondeando las esquinas de las islas se puede hacer que cada costa
tenga una tangente en cada punto, sin alterar las dreas, y con ellas la D
global. Asi pues, las propiedades de ser una curva fractal y de no tener
tangentes no son equivalentes. ‘

La infinidad de islas

UNA DIVERGENCIA INOCUA. Cuando a =0, Nr (A>a)=F a® tiende a
infinito. Por tanto, la ley de Korcak concuerda con nuestro comentario
inicial de que el ndmero de islas es practicamente infinito.

AREA RELATIVA DE LA ISLA MAYOR. Este iltimo hecho es matematica-
mente aceptable por cuanto el drea acumulada de las islas muy pequefias
es finita y despreciable. [] La contribucion al drea total de todas las islas
de drea menor que € se comporta como la integral de a(Ba #~')=Ba “#
entre 0 y €. Como B<, esta integral converge y su valor, B (1 — B) ~'g'%,
tiende aOcone. 1

En consecuencia, la contribucién relativa de la mayor de las islas al
drea total acumulada tiende a un limite positivo finito a medida que au-
menta el nimero de islas consideradas. No es asint6ticamente desprecia-
ble.

LONGITUD RELATIVA DE LA COSTA MAS LARGA. Por otro lado, si supone-
mos que D=1, los perimetros de las costas siguen una distribucién hi-
perbdlica de exponente D> 1. De ahi que la contribucion de las islas mas
pequeiias al perimetro acumulado de las costas sea infinita y que, a me-
dida que avanza la construccién y aumenta el nimero de islas, el perime-
tro de la isla mayor se vaya haciendo relativamente despreciable.

CONJUNTOS RELATIVAMENTE DESPRECIABLES. En general, la desigual-
dad D.<D expresa que la curva obtenida s6lo con el generador de costas
es despreciable en relacién a la costa total. Del mismo modo, una recta
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(D=1) es despreciable con respecto al plano (D=2). Igual que un punto
del plano elegido al azar casi nunca cae sobre el eje X, un punto elegido
al azar sobre la costa de un archipiélago formado alrededor de una isla
principal casi nunca cae sobre la costa de dicha isla principal.

Busqueda del continente infinito

En un universo escalante la distincién entre islas y continente no
puede basarse en la tradicion ni en el «tamafio relativo». El tnico enfo-
que razonable consiste en definir el continente como una isla especial de
didmetro infinito. Demostraré ahora que las construcciones presentadas
al comienzo del capitulo prdcticamente nunca generan un continente.
0 Para quienes conocen la teorfa de la probabilidad: la probabilidad de
que se genere un continente es nula. i

En una bdsqueda razonable de un continente ya no podemos elegir el
iniciador y el generador por separado. A partir de ahora el mismo genera-
dor debe servir para la interpolacion y para la extrapolacién. El proceso
se desarrolla por estadios sucesivos, y cada uno de éstos se descompone
en varios pasos. Se parece muchisimo a la extrapolacion del polvo de
Cantor que vimos en el capitulo 8, pero merece una descripciéon mas
completa y detallada.

El primer paso consiste en aumentar el generador escogido en un fac-
tor 1/r. En el segundo se «marca» uno de los enlaces de dicho generador
aumentado. El tercero lo desplaza hasta hacer coincidir el enlace mar-
cado con [0,1]. Y el cuarto y ultimo interpola los restantes enlaces del ge-
nerador aumentado.

Este proceso se repite indefinidamente, y la sucesion de posiciones de
los enlaces «marcados» determina el avance y resultado del mismo. Di-
cha sucesion puede tomar distintas formas. = -

En la primera de ellas hace falta que el generador de la costa contenga
un nimero positivo N.—2 de enlaces «no extremos», definidos por la
condicidén de pertenecer al generador de la costa y no acabar ni en O ni en
1. Si se hace la marca consistentemente en un enlace no extremo, cada
etapa de la extrapolacién amplia el trozo de costa original hasta incorpo-
rarlo, a la larga, en una costa fractal de extension infinita en ambos senti-
dos. Esto demuestra que es efectivamente posible obtener una costa con-
tinental por este método de construccién. ‘

En la segunda forma, se marca siempre un enlace extremo del genera-
dor de la costa, eligiendo ambas posibilidades un nimero infinito de ve-
ces. Nuestro pedazo de costa se ird ampliando también indefinidamente.
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Pero si siempre marcamos el mismo enlace, esta ampliacidn sélo se pro-
duciré en un sentido.

Tercera posibilidad, méarquese siempre un enlace del generador de is-
las. En tal caso, la isla mayor antes de extrapolar aparece junto a la costa
de otra isla mayor después de una extrapolacion, y esta segunda isla que-
dard junto a otra mayor después del siguiente estadio, y asi sucesiva-
mente, con lo que nunca se llega a obtener el continente.

El comentario siguiente requiere un poco de «sentido comun probabi-
listico» al que cualquier lector tendria que estar acostumbrado. Suponga-
mos que las «marcas» se hacen segin los resultados de ias tiradas de un
dado de N caras. Resulta obvio que, para que la extrapolacién genere un
continente, es necesario que, a partir de un cierto estadio finito (el k-
ésimo), todas las marcas caigan en uno de los N.—2 enlaces no extremos
del generador de la costa. Llamémosles enlaces «favorables». Para poder
decir que hemos llegado al continente después de k pasos, tenemos que
saber que a partir de entonces fodas las tiradas del dado, sin excepcién,
van a ser favorables. Tanta suerte no es imposible, pero su probabilidad
es nula.

Combinacidn de isla, lago y drbol

Al ser las islas de Koch mutuamente autosemejantes, su didmetro se
puede definir como la distancia en linea recta entre dos puntos dados
cualesquiera, preferiblemente escogidos sobre la costa. Observamos tam-
bién que la deduccién de la relacién didmetro-nimero utiliza la hipétesis
de que el generador contiene un generador de costas. Pero, de hecho, la
condicion de que los enlaces restantes del generador formen islas o que
sean autoevitantes, no se usan nunca en dicha deduccién. Asi pues, la re-
lacién

Nr(A>A)=F AP

tiene una validez muy general. [ Se puede incluso relajar la condicion de
que los terdgonos iniciados por dos intervalos no se corten. I Mostrare-
mos ahora algunos ejemplos en los que la configuracion de los N- N en-
laces iniciales puede afectar la topologfa del fractal resultante.
COMBINACION DE ISLAS Y LAGOS. Prescindamos de la condicion de que
el generador de islas caiga a la izquierda al ir en el sentido de las agujas
del reloj. Si cae a la derecha, formard lagos en vez de islas. Alternativa-
mente, se pueden tener a la vez lagos e islas en el mismo generador. En
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cualquier caso, el fractal final es un o-circuito cuyos circuitos compo-
nentes estdn encajados unos en otros. Considérese, por ejemplo, el si-
guiente generador

| N=18

o—o—o—o0—0-o—@ r=1/6

I::I D~1,6131

Si se inicia con un cuadrado, este generador da lugar al siguiente tera-
gono avanzado

EL ESCURRIDIZO CONTINENTE. En el diagrama superior, la longitud del
lado del iniciador introduce un corte superior no intrinseco. Un enfoque
mas consistente seria extrapolar como en el caso de islas sin lagos. Y
también es practicamente seguro que nunca se llegari a tener un conti-
nente, y que este encajarse de las islas en lagos, encajados a su vez en is-
las, continuard indefinidamente.

RELACION AREA-NUMERO. Para definir el 4rea de una isla (o un lago) se
puede tomar el drea total, o el 4rea de la tierra (o el agua) encerrada por
su costa. Ambos valores difieren en un factor numérico fijo, con lo que
dicha eleccion afectara al prefactor F” y no al exponente D/2 de la rela-
cién Nr (A>a).

COMBINACION DE ARCOS Y ARBOLES. Supongamos ahora que los NN
enlaces forman una linea quebrada o un arbol. En cada caso el fractal se
descompone en un nimero infinito de pedazos inconexos, siendo cada
uno de ellos una curva. Esta ¢-curva ya no es un o-circuito, sino un ¢-ir-
bol o un G-arco.
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El concepto de racimo de contacto

El generador puede también combinar circuitos, ramas y otras distin-
tas configuraciones topoldgicas. En tal caso, las partes conexas de los
fractales limite nos recuerdan los racimos de la teoria de la percolacién
(como veremos mds adelante en este mismo capitulo) y de muchos otros
campos de la fisica. El uso del término racimo resulta sumamente desa-
fortunado para nuestras intenciones, debido al distinto significado que le
hemos dado en el estudio de los polvos (capitulo 9). Necesitamos una ex-
presion mds especifica, como por ejemplo «racimo de contacto». Por
suerte, el término G-racimo no es ambiguo.

(Obsérvese que racimo de contacto tiene una definicién matemadtica
natural y dnica, cosa que no ocurre con el concepto de agregacién en un
polvo, que es difuso e intuitivo y al que, como mucho, se le puede dar
una definicién mejor mediante reglas estadisticas discutibles.)

RACIMOS DE CONTACTO QUE LLENAN EL PLANO. Cuando D alcanza su
valor méaximo, los argumentos de la seccion anterior siguen siendo véli-
dos, pero son necesarios algunos comentarios adicionales. Cada racimo
individual tiende a un limite, que puede ser una recta, pero que en la ma-
yoria de casos es una curva fractal. Por otro lado, el conjunto de todos los
racimos forma una G-curva cuyas hebras llenan el plano de forma cada
vez mds tupida. El limite de esta ¢-curva se comporta como en el eapi-
tulo 7: deja de ser una o-curva para convertirse en un dominio del plano.

EL ESCURRIDIZO RACIMO INFINITO. El presente planteamiento no im-
plica ningdn racimo realmente infinito. Es facil disponer la topologia del
generador de modo que sea préacticamente seguro que cualquier dominio
acotado esté rodeado por un racimo de contacto. Este, a su vez, estard ro-
deado casi con seguridad por otro mayor, etc. No hay una cota superior
para el tamafio de los racimos. En general, cuando un racimo parece infi-
nito porque se extiende sobre un drea muy grande, es casi seguro que la
consideracién de un drea mayor pondra de manifiesto que en realidad es
finito. ’ :

Relacion masa-niimero y relacion ponderada didmetro-niimero.
Los exponentes D—D.y D/D

Reformulemos ahora la funcién Nr(A >A) de dos nuevas maneras:
primero sustituyendo el didmetro A del racimo por su masa [ y luego
asignando un peso mayor a los racimos de contacto mayores.

Aqui la masa de un racimo no es otra cosa que el nimero de enlaces

177



de longitud 7% que lo forman (jen un racimo que forma lazos no se cuen-
tan los enlaces interiores!). Lo que hacemos en realidad es (capitulos 6 y
12) crear una salchicha de Minkowski modificada (ldmina 59), tomando
un cuadrado de lado b centrado en cada vértice y afiadiendo medio cua-
drado a cada extremo.

La masa de cada racimo de diametro A serd el area de esa salchicha
modificada, de modo que M < (A /bNP(BYY? = AP/ (H*)P -2 como D <2,
M — 0 para k— . La masa de todos los racimos de contacto en conjunto
es o< (b)Y -2,y si D<2 también — 0. Y la masa relativa de cualquier ra-
cimo de contacto individual es o<(h*)?*~? que tiende a 0 con una veloci-
dad que aumenta con D-D..

RELACION MASA-NUMERO. Es claro que

Nr(M>)oc (b5) P+ 2D/DWD/1)[,.

DISTRIBUCION DE DIAMETROS PONDERADA CON LA MASA. Notese que
Nr(A> 1) cuenta el nimero de lineas anteriores a la linea A en una lista
que empieza en el racimo de contacto més largo, sigue con el mas largo
de los restantes, etc. Pero dentro de un momento tendremos que atribuir a
cada racimo de contacto un nimero de lineas igual a su masa. Se ve ficil-
mente que la relacion resultante es

Nrp(A> L)< A2 +2,

El exponente masico 0=2D_ -D

Denotemos por F una fractal de dimension D construida por iteracion
a partir de un iniciador [0, A] y supongamos que su masa es AP. Si F es
un polvo de Cantor, en el capitulo 8 se demuestra que la masa contenida
en un disco de radio R< A centrado en 0 es M(R)«< R". [ La cantidad
log[M(R)R ~P] es una funcién periédica de logh(A/R), pero dejaremos de
lado estas complicaciones porque desaparecerdn cuando modifiquemos
el fractal de modo que todas las r>0 sean razones de autosemejanza ad-
misibles. I

Sabemos ya que la relacién M(R) o< RP vale también para la curva de
Koch del capitulo 6. Esta férmula es extensible también a las islas y raci-
mos recurrentes de este capitulo, cambiando D por D,. En todos los casos,
la masa contenida en un disco de radio R centrado en O tiene la forma

M(R, A)=R™ ¢(RIA),

siendo @ una funcién que depende de la forma de F. En particular,
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M(R, A)o< RP: para R<<A
y M(R, A)=< AP para R>>A.

Consideremos ahora la media ponderada de M(R), que denotaremos
por <M(R)>, correspondiente al caso en que A varia segtin una distribu-
ci6n hiperbélica del tipo Nrp(A>A)e< AP+ P Sabemos que 1<D.<D<2,
y si excluimos la combinacion D=1y D=2, 0<D-D.<D,. Se tiene que

<M(R)>o< R con Q=2D.~D>0.

Si el disco estd centrado en un punto de F distinto del 0, el factor de
proporcionalidad cambia pero el exponente se mantiene, y también se
mantiene si se calcula la media para todas las posibles posiciones del
centro sobre £, y si se cambia [0,1] por otro iniciador. [ Normalmente, un
arco de tamafio aleatorio A también tiene una forma aleatoria. Pero las
férmulas anteriores para M(R, A) valen para <M(R, A)> promediado so-
bre todas las formas, y el resultado final es el mismo. I

OBSERVACION. La deduccién anterior no dice nada de la topologia de
los racimos. Estos pueden ser circuitos, intervalos, arboles, o cualquier
otra cosa.

CONCLUSION. La férmula <M(R)> e R< prueba que cuando A sigue
una distribucion hiperbdlica, y por tanto muy dispersa, uno de los pape-
les esenciales de la dimension es traspasado a un exponente distinto de
D. El més natural es 2D .- D, pero distintas funciones de peso dan otros
valores de Q.

ADVERTENCIA: NO TODOS LOS EXPONENTES MASICOS SON DIMENSIONES.
La cantidad compuesta O es importante y, al tratarse de un exponente
madsico, resulta tentador, calificarlo (inmerecidamente) de dimensién. Si
se mezclan muchos racimos de la misma D,. pero distinta A, D no cam-
bia, puesto que la D no es una propiedad de una poblacién de conjuntos,
sino de cada uno de ellos en particular. Tanto D como D, son dimensio-
nes fractales, pero Q no lo es.

En general, las relaciones de la forma <M(R)> o< R se dan en muchos
campos de la fisica, pero dicha férmula rno es por si misma una garantia
de que Q tenga que ser una dimension fractal. Y decir que Q es una di-
mension efectiva, como proponen algunos autores, es un gesto vacio,
pues O no posee ninguna de las otras propiedades que caracterizan a D
(por ejemplo, las sumas y productos de las D tienen un significado que
no tiene homélogo en el caso de ). Ademds, este gesto vacio ha resul-
tado ser una fuente potencial de confusion.
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Racimos de coagulacion no grumosos

Pasamos ahora a describir otras dos maneras de generar racimos de
contacto. Una se basa en la coagulacién y es aplicable cuando D <2,
mientras que la otra se basa en las curvas de Peano y es aplicable cuando
D=2, El lector interesado en la percolacién puede saltarse esta seccion y
la siguiente.

Sustituyamos primero la construcciéon de Koch por la generalizacién
natural al plano de la coagulacién de Cantor. A modo de ilustracion, con-
sidérense los siguientes cinco generadores, con el correspondiente se-
gundo estadio dibujado inmediatamente debajo de cada uno.

En todos estos casos, el fractal limite tiene drea nula y carece de pun-
tos interiores. Su topologia puede ser muy diversa, segin sea el genera-
dor. ‘

Con el generador A, tenemos que en cada estadio & la precoagulacion
es conexa y el fractal limite es una curva. Se trata de un ejemplo del im-
portante tamiz de Sierpinski, que estudiamos en el capitulo 14.

Con el generador F, la precoagulacion se descompone en porciones
inconexas cuya escala lineal mdxima disminuye sin cesar para k — co.
El fractal limite es un polvo, semejante al modelo de Fournier del capi-
tulo 9.

Los generadores B, C y E son mds interesantes: en estos casos, la pre-
coagulacion se descompone en pedazos que llamaremos pre-racimos. Se
podria decir que cada estadio transforma los «viejos» prerracimos ha-
ciéndolos mas delgados y ondulados, y a la vez hace aparecer «nuevos»
prerracimos. Sin embargo, debido a una eleccién deliberada de los gene-
radores, cada prerracimo recién aparecido estd totalmente contenido en
una sola celda elemental de la red que dominaba antes de su aparicidn.
En contraste con los «racimos grumosos» de la seccion siguiente, éstos
se llamardn «no grumosos». Se obtiene que la dimension de los racimos
de contacto limite es de la forma log N/log b, siendo N un entero menor
o igual que el nimero de celdas de la mayor componente del generador.
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Este maximo se alcanza en los casos de los generadores B y C, para los
que los racimos de contacto son, respectivamente, segmentos con D=1
y érboles fractales con D.=log 7/log 4. Pero el fractal generado por el
generador E no alcanza dicho valor méximo: en este caso los prerracimos
en forma de F se siguen descomponiendo en partes, y en el limite acaba
por estar formado por segmentos rectilineos con D.=1.

Sustituyendo la pseudosalchicha de Minkowski por el conjunto de
celdas de lado b que intersecan el racimo de contacto, la relacién dia-
metro-nimero y los otros resultados de la seccién anterior siguen siendo
vélidos en estos casos.

Racimos de coagulacion grumosos

Ahora, el generador de coagulacién plano toma una de las formas si-
guientes (junto a cada generador figura el segundo estadio de la construc-
cién correspondiente)

Il

Ambos casos presentan una «grumosidad» en masa, en el sentido de
que cada prerracimo recién nacido recibe aportaciones procedentes
de varias celdas menores de la red dominante en el estadio anterior a su
nacimiento.

En el contexto de las construcciones de Koch se da una situacion se-
mejante cuando se permite que los terdgonos tengan autocontactos, cosa
que motiva la fusién de pequefios terdgonoracimo. En cualquier caso, el
andlisis es laborioso y no podemos detenernos en €l. Pero la relacién
Nr(A>M) sigue siendo valida para A pequefios.

[ Sin embargo, si uno intenta estimar D a partir de esta relaciéon y no
excluye los A grandes, la estimacién presenta un sesgo sistemdtico hacia
valores menores que el verdadero.

Nos encontramos también con novedades en lo que respecta a la can-
tidad b”: ya no tiene por qué ser un entero inmediatamente deducible del
generador, sino que puede ser una fraccién. Ello se debe a que en cada
racimo de contacto se combinan: (a) un nimero entero de versiones de si
mismo reducidas en la razén 1/b, y (b) muchas versiones reducidas de-
bido a la grumosidad, en las que intervienen razones de semejanza meno-
res de la forma r,,=b*. Si se expresa la ecuacién que determina la di-

g L=
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mensién Xr,P=1 (véase pag. 85) en funcién de x=b", se obtiene otra de
la forma Za,x™=1. El cociente 1/x s6lo toma valores enteros en casos ex-
cepcionales.

Monstruos de Peano enmarafiiados, domesticados

La coagulacién no permite crear familias de racimos que llenen el
plano (D =2), pero encontré un camino alternativo basado en unas
curvas de Peano distintas de las que vimos domesticar en el capitulo 7.
Como el lector recordard, 1as curvas de Peano con terdgonos autoevitan-
tes dan lugar a drboles fluviales y cuencas. Sin embargo, otros terigonos
de Peano (los de la 1dmina 93 sin redondear las esquinas, por ejemplo) no
son mds que simples trozos de red. A medida que la iteracion avanza, las
celdillas abiertas separadas por tales curvas «convergen» hacia un polvo
denso por doquier, es decir, los puntos tales que ni x ni y son miltiplos de
b—k

Entre estos extremos tenemos una nueva e interesante clase de curvas
de Peano. Un ejemplo de generador, junto con el segundo estadio de la
iteracion, es el siguiente

5

Esta clase de curvas de Peano estd lista ya para ser domesticada. Ob-
servamos que el «nudo» de cada punto de autocontacto «aparta» un pre-
rracimo abierto, que a su vez presentard ramificaciones y autocontactos,
verd como partes de s{ mismo son «arrancadas» por futuros nudos y por
ultimo se adelgazard hasta convertirse en una curva muy ramificada que
definird un racimo de contacto. El didmetro A de un racimo, definido
como en las secciones anteriores, estd determinado desde el instante de
su nacimiento y es aproximadamente igual al lado del cuadrado que
«sembrd» dicho racimo. Su distribucién es regida por la ya conocida re-
lacién Nr(A>A) < A2

Nétese de paso que, asi como los racimos de contacto de Koch son el Ii-
mite de curvas construidas iterativamente, estos racimos son el limite (en un
sentido peculiar) de las componentes abiertas del complemento de una curva.
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Racimos de percolacion de Bernouilli

Sea cual sea el método seguido para generar racimos de contacto
fractales con D=FE'y D.<D, éstos nos proporcionan un modelo geomé-
trico que se echaba en falta en un problema fisico muy importante: las re-
des de percolacion de Bernouilli. El problema fue planteado e investi-
gado por vez primera por J. M. Hammersley, sin asociar el nombre de
Bernouilli a este contexto, pero la percolacion fractal que estudiaremos
en el capitulo 23 nos obliga a emplear aqui la expresién completa.
(Smythe y Wiermann, 1975, la adoptan independientemente.)

BIBLIOGRAFIA. Tenemos estudios de la percolacién de Bernouilli en
Shante y Kirkpatrick (1971), Domb y Green (1972), en especial un capi-
tulo de J. W. Essam, Kirkpatrick (1973), deGennes (1976), Stauffer
(1979) y Essam (1980).

DEFINICIONES. En la percolacidn intervienen conceptos probabilisti-
cos, y para ser plenamente consistentes no deberia discutirse en este
momento. Pero una falta ocasional de consistencia tiene a veces su re-
compensa. El problema de percolaciéon mas simple con E=2 es la perco-
lacién de enlaces en una red cuadrada. Para ilustrarla en términos domés-
ticos, imaginemos que construimos una gran red cuadrada con barritas de
vinilo y de cobre, aislante y conductor, respectivamente. Se obtiene una
red de Bernouilli si se elige al azar cada barrita, independientemente de
las demaés, siendo p la probabilidad de elegir una barrita conductora. Los
conjuntos maximales de barritas de cobre (o de vinilo) conectadas entre
si forman lo que llamamos los racimos de cobre (o de vinilo). Si en la red
tenemos por lo menos una hilera ininterrumpida de barritas de cobre, la’
corriente puede atravesarlo, y se dice que la red percola (del latin colare
= fluir y per = a través). Las barritas en contacto eléctrico ininterrumpido
con los lados extremos de la red forman un «racimo percolante», y las
barritas realmente activas de la. conduccién forman su «espina dorsal».

La generalizacion a otras redes y a E>2 es inmediata.

PROBABILIDAD CRITICA. El descubrimiento mds notable de Hammers-
ley consiste en el papel especial que juega una cierta probabilidad um-
bral: la probabilidad critica p;,. Esta cantidad aparece cuando el tamafio
de la red de Bernouilli (medida en ntimero de barritas) tiende a infinito.
Se encuentra que para p>p_., la probabilidad de que haya un racimo per-
colante aumenta con el tamafio de la red y tiende a 1. Por el contrario,
cuando p<p_, la probabilidad de percolacién tiende a 0.

Dado que, en la percolacién de enlaces en redes cuadradas, o bien el
cobre o bien el vinilo deben percolar, tenemos que p,,,=1/2.

ESCALANTES ANALITICOS. El estudio de la percolacién se dedic6 du-
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rante mucho tiempo a la biisqueda de expresiones analiticas que relacio-
naran las cantidades estandar de la fisica. Se vio que todas esas cantida-
des eran escalantes, en el sentido de que las relaciones entre ellas venian
dadas por potencias. Para p#/p_,,, el cardcter escalante se extiende hasta
un corte superior & que depende de p-p_,. Cuando p —p_,,. €l corte
tiende a . Los fisicos postulan (véase Stauffer, 1979, pag. 21) que
<M(R, A)> sigue la regla obtenida en la pdgina 179.

La geometria fractal de los racimos

LA FORMA DE LOS RACIMOS. Supongamos que p=p,_.. y que el tamafio
de cada barrita disminuye mientras el tamafio total de la red permanece
constante. Los racimos se hacen cada vez mis delgados («todo piel, sin
carne»), presentan cada vez mds convoluciones, ramificaciones y rodeos
(«ramificados y fibrosos»). Mas concretamente (Leath, 1976) el niimero
de barritas externas al racimo y que estdn en contacto con una barrita del
mismo es aproximadamente proporcional al nimero de barritas del ra-
cimo.

HiPOTESIS DE QUE LOS RACIMOS SON FRACTALES. De un modo natural se
plantea la conjetura de que el cardcter escalante de las propiedades anali-
ticas se extiende también a la geometria de los racimos. Pero esta idea no
podia realizarse en el marco de la geometria estindar, pues los racimos
no son rectilineos. La geometria fractal fue ideada para responder a difi-
cultades de este tipo, con lo que conjeturé que los racimos se pueden re-
presentar por curvas con D=2y 1 <D <D. Esta conjetura fue aceptada y
ha dado sus frutos. La ampliaremos en el capitulo 36.

[l Para ser precisos, se toman los fractales escalantes para representar
los racimos que no son truncados por los bordes de la red original. Ello
excluye el racimo percolante. (jEI término racimo tiene un don especial
para generar confusidn!) Para entender la dificultad, comencemos con
una red muy grande, tomemos uno de los racimos y un cuadrado menor
parcialmente cubierto por dicho racimo. Por definicién, la interseccion
del racimo y el cuadrado contiene un racimo percolante menor, pero con-
tiene ademas un «residuo» conectado con dicho racimo percolante menor
por unos enlaces que caen fuera del cuadrado. Nétese que dejar de tener
en cuenta este residuo hace que la estimacion de D, sea menor de lo que
realmente vale. I

MODELOS FRACTALES NO ALEATORIOS EXPLICITOS AUNQUE MUY GROSE-
ROS. La pretension de que cualquier fenémeno natural es fractal debe ir
acompafada de la descripcién de un conjunto fractal concreto, que sirva
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de modelo en primera aproximacién, o por lo menos de representacion
mental. Mi modelo de costa al estilo de Koch y el modelo de Fournier
para los cimulos de galaxias han demostrado que las representaciones no
aleatorias pueden ser de mucha utilidad. Por ello espero que los racimos
de contacto construidos por iteracion (como los presentados en este capi-
tulo) proporcionen modelos fractales Utiles para fenémenos naturales
mal conocidos que usualmente se modelizan por medio de racimos de
Bernouilli.

Ahora bien, los racimos de Bernouilli en si se conocen perfectamente
(por lo menos en principio); modelizarlos mediante fractales recurrentes
es, pues, una tarea distinta. Los racimos de contacto de Koch que estudié
no sirven, debido a la disimetria entre el vinilo y el cobre, incluso cuando
tenemos el mismo nimero de barras de ambas clases. Examinemos a
continuacién los racimos formados con curvas de Peano anudadas. To-
memos un terdgono avanzado y cubramos las celdas de la izquierda de la
curva con cobre y el resto con vinilo. El resultado tiene que ver con una
forma de percolacidn referida a las celdas de la red (o a sus centros). El
problema es ahora simétrico, pero distinto del problema de Bernouilli,
pues las configuraciones del cobre o del vinilo no son las mismas que
cuando hay independencia. Por ejemplo, en el caso de Bernouilli, 9 cel-
das que formen un supercuadrado pueden ser todas de cobre o todas de
vinilo, y no pueden serlo en el caso de la curva de Peano anudada. (Por
otra parte, ambos modelos permiten que grupos de 4 celdas formen su-
percuadrados con cualquiera de las configuraciones posibles.) Esta dife-
rencia tiene consecuencias importantes: por ejemplo, ni el cobre ni el vi-
nilo percolan en el problema de Bernouilli para los nudos con p=1/2, y
ambos lo hacen en cambio en el caso de los racimos de Peano anudados,
cosa que implica que 1/2 es una probabilidad critica.

La lista de variantes de percolacién de enlaces de Bernouilli ya es
larga y seria facil alargarla atin mds. Yo mismo he examinado ya muchas
variantes de racimos de contacto fractales construidos por iteracién. La
comparaci6n detallada de ambas listas es, por desgracia, complicada y no
me detendré en ello.

Démonos pues por satisfechos con la conclusién un tanto vaga de
que, segln parece, los elementos fractales esenciales del problema de
percolacién de Bernouilli quedan bien ilustrados por los G-racimos no
aleatorios que llenan el espacio definidos en este capitulo. La principal
debilidad de este modelo es que, aparte de lo dicho, es completamente in-
determinado, y puede acomodarse a cualquier grado de irregularidad y
fragmentacion observado. Por 1o que a la topologia se refiere, véase el
capitulo 14.
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MODELO DE RACIMOS CRITICOS. Consideremos ahora los racimos criti-
cos, esto es, aquellos para los que p=p_,.. Para representarlos, se extrapola
un o-racimo recurrente segiin la manera indicada en secciones anteriores.
Luego se trunca deteniendo la interpolacidon cuando el corte inferior
llegue al tamaiio de las celdas de la red original.

MODELOS DE RACIMOS NO CRITICOS. Para extender esta representacion
geométrica a los racimos no criticos, es decir, a aquellos para los que
P# P DUscamos fractales con un corte inferior positivo y un corte supe-
rior finito. Por razones analiticas, la extensién del mayor racimo de cobre
tiene que ser del orden de & cuando p<p,,, e infinita cuando p>p_,. Am-
bos resultados se pueden realizar ficilmente. Asi, por ejemplo, se puede
partir del mismo generador que en el subapartado anterior y, en vez de
extrapolarlo de forma natural, se lo inicia con alguna de las figuras si-
guientes

oono
age
onon

Racmos suBcriTicos. El iniciador de la izquierda, preparado para
P< P €std formado por cuadrados de lado 1/2 &. Colocaremos el gene-
rador elegido hacia dentro sobre el lado izquierdo del iniciador y hacia
Jfuera sobre el derecho. Cada cuadrado del iniciador se transformard en
un racimo atipico de longitud & rodeado de muchos racimos tipicos de
longitud<&,. '

RAcCIMOS SUPERCRITICOS. El iniciador de la derecha, preparado para
P>P.i €std formado por las lineas de la red cuadrada original cuyas co-,
ordenadas x o y son nimeros pares. De cada nodo de coordenadas pares
salen cuatro enlaces, y el generador escogido se coloca siempre a la iz-
quierda. En el caso especial en que el generador de costas no tenga lazos
ni enlaces colgantes, la figura resultante es una variante no aleatorizada y
sistematizada de un modelo tosco de racimos basado tinicamente en «no-
dos y enlaces».

Noétese que la representacién geométrica fractal deduce los racimos
no criticos a partir de los criticos, mientras que los fisicos prefieren con-
siderar los racimos criticos como limite de los no criticos para § — co.
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La D¢, de los racimos de Bernouilli criticos

El valor de D, se puede deducir inmediatamente, ya sea a partir del
exponente D/D.=E/D de la férmula Nr(M > 1), o del exponente Q=
2D.—D=2D ~E de la férmula de <M(R)>. Usando las letras griegas T, 6
y 1 con el significado habitual en este contexto, encontramos que E/D .=
T-1y2D.—E=2-n. Por tanto,

Do=E/(1-1)=E/(1+8*"),
y De=1+(E-1)/2.

Debido a las relaciones entre T, § y 1 establecidas por los fisicos, am-
bas férmulas para D son equivalentes. Y a la inversa, su equivalencia no
reside solo en la fisica, puesto que se sigue de la geometria.

Harrison, Bishop y Quinn (1978), Kirkpatrick (1978) y Stauffer
(1979) obtienen independientemente la misma D, .. Parten de las propie-
dades de los racimos con p>p_., con lo que su resultado viene expresado
en funcioén de los diferentes exponentes criticos (B, v, vV y ). Y sus de-
ducciones no presuponen explicitamente una representacion fractal sub-
yacente. Un ejemplo de los peligros inherentes a este planteamiento del
problema, de los que ya hemos hablado, lo tenemos en el hecho de que
Stanley (1977) se confundiera al avanzar que Q y D son dos dimensio-
nes igualmente legitimas.

Para E=2, el valor numérico es D.= 1,89, que es compatible con la
evidencia empirica obtenida mediante un procedimiento conocido en
otras formas. Tomamos una r, que no tiene por qué ser de la forma 1/b
(con b entero). Tomamos luego un gran remolino, que serd simplemente
una red cuadrada o cubica de lado iguat a 1. Lo enlosamos luego con su-
bremolinos de lado r, contamos el nimero N de cuadrados o de cubos
. que intersecan el racimo y calculamos log N/log(1/r). Repetimos luego
el mismo proceso para cada subremolino no vacio de lado r, formando
subsubremolinos de lado r,, y continuamos mientras sea posible. Los re-
sultados mads significativos se obtienen para r proximo a 1. Algunas si-
mulaciones primitivas dieron la estimacion sesgada D* ~1,77 (Mandel-
brot 1978h, Halley y Mai 1979), pero simulaciones de mas alcance
(Stauffer 1980) confirmaron el valor D.

[ La D* experimental sesgada es muy préxima a (), cosa que parecia
confirmar los argumentos tedricos de Stanley, Birgenau, Reynolds y Nicotl
(1976) y de Mandelbrot (1978h), que estaban equivocados al pretender que
la dimension es Q. S. Kirkpatrick me hizo ver el error. Otra estimacién inco-
rrecta distinta y anterior a las citadas se encuentra en Leath (1976). 1
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Los cipreses de Okefenokee

Cuando se observa desde un avién un bosque no «cuidado» sistemati-
camente, los linderos recuerdan la costa de una isla. El contorno de cada
macizo de drboles es sumamente accidentado o festoneado, y cada ma-
cizo grande lleva un rastro de macizos satélites de area variable. Mi sos-
pecha de que estas formas podrian obedecer las leyes de Richardson y/o
de Korcak ha sido efectivamente confirmada por un estudio no publicado
de la marisma de Okefenokee (Kelly 1951) hecho por H. M. Hastings, R.
Monticciolo y D. Vunkannon. El patrén parcheado que genera el ciprés
es grande, con D~1,6; en cambio, el producido por los arboles de hoja
grande es mucho menos pronunciado, con D préxima a 1. Mis informan-
tes seftalan la presencia de una variedad de escalas impresionante, basan-
dose tanto en la inspeccion personal como en el examen de mapas de ve-
getacion, Hay un corte inferior de unos 40 acres, debido probablemente a
la fotografia aérea.
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14
La ramificacion y las redes fractales

En el capfitulo 6 tratdbamos las curvas planas de Koch que satisfacen
D <2y carecen de puntos dobles, por lo que se las puede denominar au-
toevitantes o sin ramificaciones. A su vez, el capitulo 7 trataba de las cur-
vas de Peano en las que, al pasar al limite, se llega inevitablemente a un
conjunto denso por doquier de puntos dobles. En este capitulo abordare-
mos el paso siguiente y estudiaremos ejemplos de figuras autosemejantes
con un grado de ramificacidn arbitrario: curvas planas con 1 <D< 2, cur-
vas en el espacio con 1 <D <3 y superficies con 2<D<3. Una curva ra-
mificada autosemejante tiene una infinidad de puntos dobles.

La matemitica de este capitulo es antigua (aunque s6lo sea conocida
por unos pocos especialistas), pero su aplicacién a la descripcion de la
naturaleza es totalmente nueva.

El tamiz de Sierpinski considerado como monstruo

Propongo la expresion tamiz de Sierpinski para referirnos a la figura
de la 1dmina 141. En la ldmina 143 se muestra una generalizacion tridi-
mensional. '

Hahn (1956) comenta lo siguiente: «Se dice que un punto de una
curva es un punto de ramificacion cuando la frontera de un entorno arbi-
trariamente pequefio corta la curva en mds de dos puntos... La intuicién
parece indicar la imposibilidad de que una curva esté formada exclusiva-
mente de... puntos de ramificacion. Esta conviccion intuitiva fue refutada
por la curva de Sierpinski..., cuyos puntos son todos de ramificacién».

La torre Eiffel: fuerte y ligerg

De nuevo la opinién de Hahn carece por completo de originalidad, y
su poco habitual «parece indicar» es una frase prudentemente elegida.
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Tomo prestado de la ingenieria mi primer contraejemplo. (Como ya ra-
zoné antes de referirme a los ordenadores al final del capitulo 12, no
tiene nada de ilégico que incluyamos los sistemas de la ingenierfa de es-
tructuras en esta obra que se ocupa de la naturaleza.)

Sostengo que (bastante antes de von Koch, Peano y Sierpinski) la to-
rre que Gustave Eiffel construy6 en Paris incorpora la idea de curva frac-
tal llena de puntos de ramificacion.

En una primera aproximacion, la torre Eiffel esta formada por cuatro
estructuras en forma de A. Cuenta la leyenda que Eiffel escogio la A para
expresar el Amor por su obra. Las cuatro Aes coinciden en el vértice y
cada dos Aes vecinas tienen un lado comin. A su vez, el conjunto estd
rematado por una torre recta.

Sin embargo, ni las Aes ni la torre estdn construidas con vigas maci-
zas, sino con unos entramados colosales. Un entramado es una configu-
racién de elementos interconectados, y no puede ser deformada sin de-
formar al menos uno de dichos elementos. Un entramado puede ser mu-
chisimo mds ligero que una viga cilindrica que tenga la misma
resistencia. Y Eiffel sabia que un entramado cuyos «elementos» son a su
vez entramados es mas ligero todavia.

El hecho, divulgado por Buckminster Fuller, de que la clave de la re-
sistencia reside en los puntos de ramificacion era algo conocido ya por
los sofisticados disefiadores de las catedrales géticas. Cuanto mds lejos
se vaya en la aplicacion de este principio mds nos acercaremos al ideal de
Sierpinski. Dyson (1966, pag. 646) presenta una extrapolacion infinita
del disefio de la torre Eiffel con la que un ex alumno de Sierpinski pre-
tende introducir unas estructuras interplanetarias a la vez fuertes y de
poco peso.

Racimos de percolacion criticos

Volvamos a la naturaleza o, para ser mas exactos, a una imagen de la
naturaleza que se usa en fisica estadistica. Yo creo que el estudio de
la percolacién en redes reclama figuras de la familia del tamiz de Sier-
pinski. En el capitulo 13, al empezar a tratar de este tema, afirmdbamos
que los racimos de percolacién son fractales. Ahora digo ademds que Ia
estructura ramificada del tamiz de Sierpinski es un modelo prometedor
para la estructura de la espina dorsal de dichos racimos.

Los fisicos juzgaran este modelo principalmente en funcién de que en
seguida respondié a las expectativas: Gefen, Aharony, Mandelbrot y
Kirkpatrick (1981) demuestran que el modelo permite realizar exacta-

190



mente cdlculos habituales en este terreno. Los detalles son, sin embargo,
demasiado técnicos para presentarlos aqui, y las razones que original-
mente motivaron mi afirmacién siguen teniendo interés. Todo empez6
con un cierto parecido que percibi entre el tamiz y la espina dorsal de un
racimo, como se muestra en esta figura:

La caracteristica mds notable reside en las tremas que quedan vacias
al eliminar los enlaces colgantes (cuando se reduce el racimo a su espina
dorsal) y los racimos totalmente contenidos en el racimo de interés. En
segundo lugar, en el capitulo 13 se demuestra que la forma en que el ta-
miz de Sierpinski es autosemejante es una propiedad muy deseable para
un modelo geométrico de los racimos de percolacidn, Finalmente, jla di-
mension cuadra con un grado de precision que dificilmente puede ser ca-
sual! S. Kirkpatrick estima que D ~1,6 en el plano, sorprendentemente
proxima a la D del tamiz de Sierpinski. Y en el espacio D ~2,00, sorpren-
dentemente préxima a la de la red fractal oblicua de la ldmina 205. Ade-
mas, en Gefen, Aharony, Mandelbrot y Kirkpatrick (1981) se sefiala que
la igualdad entre la D de la espina dorsal y la del tamiz generalizada se
mantiene en R*. M4s adelante se presenta una razén mas en favor del mo-
delo de tamiz, como una tltima aplicacién de la ramificacion.

La alfombra triddica de Sierpinski
Pasemos ahora de las redes triangulares a las ortogonales. Permiten

una gran variedad de disefios, dando curvas en el plano o en el espacio, o
superficies en el espacio. Y las curvas que resultan, a pesar de tener un
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parecido superficial con el tamiz de Sierpinski, son muy distintas en lo
que se refiere al aspecto fundamental de la ramificacién, sobre el que
volveremos después de definirlas.

La generalizacion inmediata al plano del método cantoriano de borrar
el tercio central se inicia con un cuadrado y viene descrito en el pie de la
figura 205. El fractal que se obtiene al iterar indefinidamente el proceso
es conocido familiarmente como alfombra triddica de Sierpinski. Su di-
mension es D=log 8/log 3=1,8927.

Alfombras fractales no triddicas

Dado un entero b> 3, tomamos como de costumbre r=1/b, y obte-
nemos una alfombra con «un gran medallén central», si se toma como
iniciador un cuadrado, como trema un cuadrado de lado 1—2r concén-
trico con el anterior, y como generador un anillo delgado de 4(b—1)
cuadrados de lado r. La dimensién es D=log {4(b—1)] / log b. Dado un
entero impar b >3, se obtiene una alfombra con «un pequefio medallén
central», si se toma como trema un cuadrado de lado r concéntrico con
el iniciador y como generador un anillo grueso de b*- 1 cuadrados me-
nores. La dimensién es D=1log (b*—1)/log b. Asi pues, con una alfom-
bra centrada se puede alcanzar cualquier D arbitraria comprendida en-
tre 1 y 2.

Para b =2 se pueden definir alfombras descentradas. Asi, por ejemplo,
con b=2 y N=3 se puede colocar una trema consistente en un subcua-
drado situado en la parte superior derecha. El conjunto limite correspon-
diente resulta ser un tamiz de Sierpinski formado por el tridngulo rectan-
gulo is6sceles de la mitad inferior izquierda del iniciador.

Espuma fractal triddica

La generalizacion espacial inmediata de la alfombra triddica consiste
en tomar como trema el cubito veintisieteavo central, dejando como resi-
duo una cdscara de 26 cubitos. El fractal resultante tendria que llamarse
espuma fractal triddica, y su dimensién es D=1log 26/log 3=2,9656.

En este caso cada trema estd totalmente contenida en el interior de
una envoltura ininterrumpida que, a su vez, se escinde en una infinidad
de capas, infinitamente delgadas e infinitamente densas. Para unir dos
puntos pertenecientes a dos tremas distintas hay que cruzar una infinidad
de capas. Me hace pensar en la «espuma espaciotemporal» que, segin
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J. A. Wheeler y S. W. Hawking, caracteriza la estructura intima de la ma-
teria, aunque no domino el tema lo bastante para exponerlo aqui.

La esponja fractal triddica de Menger

Karl Menger toma una trema distinta, en forma de cruz con dos sa-
lientes, uno por delante y otro por detras. El generador consiste en n=20
cubitos de lado 1/3 conectados entre si. Doce de ellos forman «barras» o
cuerdas, y los ocho restantes son nudos o empalmes. El limite (Idmina
207) tiene una D=log 20/log 3=2.7268. Lo llamo esponja porque tanto
la coagulacion como el suero son conjuntos conexos. Se podria pensar en
una corriente de agua que fluyera entre dos puntos cualesquiera del
suero.

Para obtener una mezcla de cuerdas y membranas, hay que tomar
como trema una cruz triddica con una punta saliente hacia delante. Si se
va cambiando cada vez la direccidn de este saliente, se acaba por obtener
una serie de membranas pinchadas. Quiz4 valga la pena apuntar aqui que
pensé en todas esas formas antes de leer a Menger, cuando estaba bus-
cando modelos de intermitencia turbulenta.

Esponjas y espumas no triddicas

Dada una base no triddica >3, se obtienen esponjas de Menger ge-
neralizadas con tremas formadas por la reunién de tres prismas cuadra-
dos cuyos tres ejes coinciden con los del cubo unidad, de altura 1, y con
las aristas basales paralelas a las del cubo. Cuanto més largo es el lado de
las bases de dichos prismas, mas «ligera» es la esponja resultante. Para
E=3, dicho lado vale 1-2/b, y el generador resultante consiste en 12 b—
16 cubitos de lado r=1/b. Asi pues, la dimensién es D=log(12 b—16)/
log 5. De modo andlogo, se puede obtener una esponja «gruesa», aunque
s6lo con b impar, con prismas cuadrados de base de lado 1/b. Si E=3, el
generador que queda consiste en b*~3b+2 cubitos de lado 1/b. En este
caso, D=log(b*-3b+2)/log b.

Las espumas fractales se generalizan de modo analogo. Para E=3, las
espumas de «pared gruesa» dan D=log(b*—1)/log b, y las espumas de
«pared delgada» dan D=1og(6b,—12b+8)/log b. Para agujeros grandes
y D préxima a 2, la espuma se parece a un queso Emmenthal ultraligero,
mientras que para agujeros pequefios y D proxima a 3 se parece a un
Appenzell.
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Distribucion del tamariio de los huecos

Las tremas de las esponjas estan conectadas entre si, pero las de las
alfombras y espumas estdn separadas como los huecos de un polvo de
Cantor (capitulo 8). La distribucién de sus escalas lineales satisface

Nr(A>L) < F AP,

donde F es una constante. Ya estudiamos a fondo esta ley para el caso del
polvo de Cantor y las islas y racimos del capitulo 13.

El concepto de malla fractal, celosia

Las celosias de la geometria estandar estdn formadas por lineas para-
lelas que limitan cuadrados, tridngulos u otras figuras regulares iguales.
El mismo término se puede aplicar a los fractales regulares en los que
dos puntos cualesquiera pueden enlazarse al menos por dos caminos que
no tienen ningdn otro punto comun. Si el grafo no es regular, como en el
caso aleatorio, cambiaré el término celosia por malla.

Sin embargo, un examen mads detenido de las celosfas fractales y las
estandar pone de manifiesto diferencias importantes. La primera de ellas
es que las celosias estandar son invariantes por traslacion pero no por
cambio de escala, mientras que para las celosias fractales vale lo contra-
rio. Una segunda diferencia es que si se contrae cualquier celosia estdn-
dar converge hacia el plano entero. Ademads, algunas celosias planas es-
tdndar pueden interpolarse afiadiendo nuevas lineas equidistantes y para-
lelas a cada par de lineas ya existentes. Este proceso puede repetirse
indefinidamente y el limite es otra vez todo el plano. Andlogamente,
cuando una celosia estdndar en el espacio puede ser interpolada, el limite
es también todo el espacio. Asi pues, el limite no es una celosia. En el
contexto fractal, por el contrario, el limite de una celosia fractal aproxi-
mada es una celosia fractal.

El término celosia fractal ramificada puede aplicarse también a las
espumas fractales.

Las dimensiones fractales de las secciones

UNA REGLA BASICA. En muchos estudios de fractales es importante co-
nocer las dimensiones de las secciones lineales y planas. El hecho bésico
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(empleado ya en el capitulo 10 para demostrar que en la turbulencia
D> ?) se refiere a la interseccion de una figura fractal plana con un inter-
valo «independiente del fractal». Se tiene que, si la seccién es no vacfa,
es «casi seguro» que la dimension es D—1.

El valor correspondiente en el caso del espacio es D-2.

EXCEPCIONES. Por desgracia es muy dificil ilustrar este resultado en el
caso de fractales no aleatorias con ejes de simetria. Los intervalos que
uno tenderfa a considerar paralelos a dichos ejes (es obvio que se trata de
intervalos atipicos) y casi fodas las intersecciones pertenecen al conjunto
excepcional en que la regla general falla.

Témense, por ejemplo, la alfombra de Sierpinski, la esponja triddica
de Menger y la espuma triddica. La dimensidn casi segura, D-1, de las
secciones de estas figuras a intervalos son respectivamente:

log(8/3)/log 3,
log(20/9)/log 3 y log(26/9)/log 3.

Por otra parte, sea x la abscisa de un intervalo paralelo al eje y de la
alfombra de Sierpinski. Si la expresion de x en base 3 acaba en una suce-
sién ininterrumpida de ceros o doses, las secciones son a su vez interva-
los, con lo que D=1, que es mas de lo esperado. Por el contrario, si x
acaba en una sucesion ininterrumpida de unos, las secciones son polvos
de Cantor, con lo que D=log 2/log 3, que es demasiado poco. Y si x
acaba en una sucesion periédica de longitud M formada por pM unos
y (1-p)M ceros o doses, la dimensién de la seccién es p(log 2/log 3)+
(1-p). El valor que esperarfamos para D se obtiene para p ~0,29. U Lo
mismo pasa si la sucesion de cifras es aleatoria. § Aqui aparecen, pues,
tres dimensiones, la médxima, la minima y la media.

En el caso de figuras espaciales tenemos resultados parecidos.

En fo que respecta al tamiz de Sierpinski, la D casi segura es log(3/2)
/ log 2, pero los valores de D que se obtienen con los cortes «naturales»
varian entre O y 1. Por ejemplo, un intervalo corto que corte casi perpen-
dicuiarmente uno de los lados del tamiz por su punto medio sélo lo cor-
tard en ese punto, con lo que D=0.

En parte, la variabilidad de estas secciones especiales es atribuible a
la regularidad de las figuras originales. Pero por otra parte es inevita-
ble: el concepto de seccién mas econémica (y no necesariamente por
un segmento de recta) estd en la base de los conceptos de dimensién to-
polégica y de orden de ramificacién, que pasamos a considerar a conti-
nuacion.
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Los fractales ramificados considerados como curvas o supetrficies

Como ya se ha dicho, en este ensayo curva es sinénimo de «figura co-
nexa de dimension topolégica D, = 1». De hecho, esta frase no acaba de
satisfacer a los matematicos, y una definicion méas precisa es algo bas-
tante delicado. Afortunadamente, en el capitulo 6 nos bastaba con dar al-
guna razén por la cual cualquier curva de Koch que tenga [0,1] por ini-
ciador merezca ser llamada curva, como el propio [0,1], que es conexo
pero se hace disconexo si le quitamos un punto cualquiera distinto de
0 o 1. El contorno de un copo de nieve es como un circulo, conexo,
pero se convierte en disconexo si le quitamos un par cualquiera de pun-
tos.

Ahora nos har4 falta una definicién algo mas rebuscada de la dimen-
sion topoldgica. Es una definicién recurrente. El conjunto vacio tiene
D,=-1. Para cualquier otro conjunto S, el valor de D, es una unidad ma-
yor que la menor D, de cualquier subconjunto de S que al ser eliminado
lo convierta en disconexo. Asf, los conjuntos finitos y los polvos de Can-
tor tienen D,=1-1=0, pues no hay que quitarles nada (el conjunto va-
cio) para hacerlos disconexos. Y los siguientes conjuntos se hacen disco-
nexos quitidndoles una parte con D,=0: el circulo, [0,1], el contorno de
un copo de nieve, el tamiz de Sierpinski, la alfombra de Sierpinski, las
esponjas de Menger. (En los tres dltimos casos basta con evitar las inter-
secciones especiales que dan lugar a segmentos enteros.) Por tanto, todos
estos conjuntos tienen D,=1.

Del mismo modo, una espuma fractal es una superficie con D, =2.

Una demostracién alternativa de que D, =1 para el tamiz, las alfom-
bras y las esponjas que tienen D <2, se basa en que D, es un entero <D.
Ahora bien, como D <2, D; s6lo puede ser 1 o 0. Pero los conjuntos en
cuestion son conexos y, por tanto, D, no puede ser menor que 1. La tnica
posibilidad es D, = 1.

El orden de ramificacion de una curva

La dimensién topoldgica y los conceptos asociados de polvo, curva y
superficie nos proporcionan sélo un primer nivel de clasificacién. En
efecto, dos conjuntos finitos que contengan respectivamente M” y M”
puntos tienen la misma D,=0, pero topolégicamente son distintos. Y un
polvo de Cantor es distinto de cualquier polvo finito.

Veamos ahora como una distincién parecida, basada en el niimero de
puntos de un conjunto 0 su cardinal I puede aplicarse a las curvas, dando
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lugar al concepto topolégico de orden de ramificacion, definido por Paul
Urysohn y Kart Menger a principios de los afios veinte. Este concepto no
es citado en muchos textos matemadticos, aparte de los de sus pioneros,
pero estd resultando cada vez més indispensable en la fisica, con lo que
se va haciendo cada vez mas conocido tras haber sido domesticado. De-
muestra que las razones para estudiar primero un tamiz y después una al-
fombra son mas profundas que las meramente estéticas o la basqueda de
la completitud.

El orden de ramificacién considera la parte de S con el menor niimero
de puntos que hay que sacar para convertir S en disconexo. Y considera
por separado el entorno de cada punto de S.

EL circuLo. Empecemos tomando para S una figura de la geometria
estandar: una circunferencia de radio 1. Si P es un punto de dicha circun-
ferencia, una circunferencia B con centro en P corta S en R=2 puntos,
excepto si el radio de B es mayor que 2, en cuyo caso R=0. El circulo de-
limitado por B es lo que se llama un entorno de P. Asi, cualquier punto P
tiene entornos arbitrariamente pequeiios cuyas fronteras cortan S en R=2
puntos. Esto es todo lo mds que se puede conseguir: si B es la frontera de
un entorno genérico de P, no necesariamente circular, pero «no dema-
siado grande», R es por lo menos 2. La expresion «no demasiado grande»
del enunciado anterior es una complicacién, pero por desgracia es inevi-
table. Se dice que el orden de ramificacién del circulo es R=2. Notemos
que es el mismo para todos los puntos del circulo.

EL TAMIZ. A continuacién, tomemos para S un tamiz de Sierpinski,
construido por el procedimiento de las tremas. Ahora R ya no vale lo
mismo para todos los P. Demostraremos, siguiendo a Sierpinski, que, ex-
cepto para los vértices del iniciador, R puede valer 3=R_, 04=R,_,.

El valor R=4 se obtiene para los vértices de cualquier aproximacién
finita a S por medio de tridngulos. Un vértice de una aproximacién de or-
den h>k es el vértice comtin P de dos tridngulos de lado 2*. Como antes,
una circunferencia de radio 2* con h>k corta a S en 4 puntos y delimita
un entorno arbitrariamente pequefo de P. Y si B delimita un entorno «su-
ficientemente pequefio» de P (en el nuevo sentido de que los vértices del
iniciador caigan fuera de B) se puede demostrar que corta S en 4 puntos
por lo menos.

El valor R=3 se obtiene para los puntos de S procedentes del limite
de una sucesién infinita de tridngulos, cada uno contenido en su predece-
sor y con vértices distintos de los de este tltimo. Los circulos circunscri-
tos a estos tridngulos cortan § en 3 puntos y definen entornos de P arbi-
trariamente pequefios. Se tiene también que, si B delimita un entorno de
P «suficientemente pequefio» (como antes, los vértices del iniciador de-
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ben quedar fuera de B), se puede demostrar que B corta S en 3 puntos por
" lo menos.

LAS ALFOMBRAS. Si S es una alfombra de Sierpinski, el resultado es
radicalmente distinto. La frontera de cualquier entorno suficientemente
pequefio corta S en una infinidad no numerable de puntos, independiente-
mente de los pardmetros N, r o D.

COMENTARIO. En esta dicotomia finito o infinito, el tamiz se comporta
como las curvas estdndar, mientras que la alfombra no es diferente del plano.

HOMOGENEIDAD, UNICIDAD. Denotando por R, ¥ R, los valores mi-
nimo y maximo que toma R en los puntoes de S, Urysohn demuestra que
R« 22R . —2. Se dice que la ramificacién es homogénea cuando se
tiene R, =R, .; este es el caso cuando R=2, como en las curvas simples
cerradas, y cuando R=oo.

Para otras celosfas con R, ;, =2R, . —2, propongo el término cuasiho-
mogéneas. Un ejemplo sencillo y famoso, el tamiz de Sierpinski, es auto-
semejante. Los otros ejemplos no aleatorios forman parte de una colec-
cién construida por Urysohn (1927), y no son autosemejantes. Asi pues,
solo se conoce un caso en que concurran las condiciones de cuasihomo-
geneidad y autosemejanza, el tamiz de Sierpinski. ;Se podria confirmar
rigurosamente esta unicidad aparente?

CELOSIAS ESTANDAR. En estos casos el orden de ramificacién varia en-
tre un minimo de 2 para los puntos que no son vértices de la celosia y un
mdéximo finito y variable para los vértices: 4 (celosias cuadradas), 6 (ce-
losias triangulares y ciibicas) o 3 (celosias hexagonales). Sin embargo, si
reducimos la escala de cualquier celosia estdndar, ésta pasa de curva a
dominio plano, y su ramificacion se hace R=oo.

Este dltimo hecho queda mds claro cambiando lo infinitamente pe-
queiio por lo infinitamente grande. Si dejamos fijo el tamafio de las cel-
das de la celosfa, observamos qué para aislar una parte cada vez mayor
de la misma hay que cortar un nimero cada vez mayor de puntos.

DEFINICION FORMAL. [} Véase Menger (1932) y Blumenthal y Menger
(1970, pag. 442). 1

Aplicaciones de la ramificacion

Hagamos frente ahora a una pregunta ya repetida. Sea cual sea el interés
que puedan tener las figuras de Sierpinski y Menger para los matematicos,
(no es evidente que podrian no tener ningiin interés para el estudioso de la
naturaleza? La respuesta es tan conocida —jpara nosotros!— como la pro-
pia pregunta. El orden de ramificacién ya es importante en el «mundo real»
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de las aproximaciones finitas que se obtienen cuando el proceso de interpo-
lacién que tiende a un fractal se detiene en un cierto corte inferior, €.

En efecto, dado un tamiz de Sierpinski aproximado, formado por
tridngulos rellenos de lado €, un dominio cuya escala lineal sea superior a
€ se puede aislar del resto sacando 3 o 4 puntos, cada uno de los cuales
pertenece a las fronteras de dos huecos vecinos. Este niimero (3 0 4) no
cambia si se refina la aproximacion. Por esta razén, todos los tamices
aproximados presentan, desde el punto de vista de la ramificacién, un
comportamiento semejante al de las curvas.

Por el contrario, todas las alfombras tienen la propiedad de que las
fronteras de dos agujeros cualesquiera son disjuntas. Para desconectar
una aproximacion finita de esa figura, en la que no se tienen en cuenta los
agujeros de didmetro menor que €, hay que sacar segmentos enteros. El
nimero de éstos aumenta cuando € — 0. Whyburn (1958) demuestra que
todas las curvas fractales que tienen esta propiedad son topolégicamente
idénticas [ homeomorfas I y se caracterizan por no tener ninguna parte
que pueda aislarse del resto quitando un dGnico punto.

Debido a los comentarios precedentes, no es ninguna sorpresa que la
finitud de la ramificacién tenga consecuencias claras cuando se invoca
la geometria fractal para cuantificar la diferencia entre una cierta curva
fractal y sus dos limites en geometria estindar, a saber, la recta y el
plano. En general, no basta con conocer la dimension fractal. Por ejem-
plo, en Geten, Mandelbrot y Aharony (1980) se estudian los fendmenos
criticos para modelos de Ising en una red fractal y se encuentra que la
propiedad mds importante [ si la temperatura critica es 0 o positiva I de-
pende de la finitud de R.

Estamos ahora ya en condiciones de dar una explicacién que habfa-
mos postergado. La razén por la cual la espina dorsal de un racimo en la
percolacién de Bernouilli critica parece modelarse mejor con un tamiz
que con una alfombra se basa en el siguiente resultado de Kirkpatrick
(1973). Aun en el caso de redes muy grandes, se puede cortar una espina
dorsal critica eliminando un pequefio niimero de enlaces, esenciaimente
constante, del orden de 2. Aun teniendo en cuenta los posibles margenes
de error, parece que este resultado indica muy claramente que R <ce.

Una forma alternativa de ramificacion

Hay dos variantes del copo de nieve de Koch en las que se consigue la
ramificacion empleando ramas sin lazos. La primera es una curva plana
que se obtiene con un cuadrado como iniciador y con el generador
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N=5
1 L& o

La figura resultante, que mostramos a continuacion de estas lineas, es
completamente distinta del copo de nieve.

El ejemplo siguiente es una superficie de volumen cero, drea infinita
y dimensioén log 6/log 2=2,58497. El iniciador es un tetraedro regular.
Sobre el cuarto central de cada cara (= el tridngulo que tiene por vértices
los puntos medios de los lados) se monta un tetraedro semejante al ante-
rior con razén 1/2. Se repite el proceso con cada cara del 24-edro regular
céncavo resultante, y asi sucesiva e indefinidamente. A partir del se-
gundo estadio los tetraedros afiadidos presentan lineas de autocontacto,
sin intersecarse entre si. Al final acaban recubriendo todo el iniciador.
Llamaremos pirdmide de Koch a cada cuarto de esta figura.

Los secretos de la piramide de Koch

Una piramide de Koch es una figura maravillosa, aparentemente sim-
ple, pero que presenta un sinfin de cdmaras ocultas que desafian la ima-
ginacién. '

Vista desde arriba, es un tetraedro con un tridngulo equildtero por
base cuyas otras tres caras son tridngulos rectangulos isosceles unidos
por los vértices correspondientes a los angulos rectos. Si se colocan tres
pirdmides de Koch sobre los lados de un tetraedro regular, se obtiene una
caja cubica.

Levantemos ahora esa pirdmide del suelo del desierto. Desde una
cierta distancia, vemos que su base se subdivide en cuatro tridngulos
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equildteros iguales, pero en vez del tridngulo central encontramos la en-
trada a una «cdmara de primer orden», en forma de tetraedro regular
cuyo cuarto vértice coincide con la cispide de la pirdmide. Si a continua-
cién nos aproximamos un poco para apreciar mejor los detalles, nos en-
contramos con que los tridngulos regulares que forman los cuartos peri-
féricos de la base y las paredes de la camara de primer orden tampoco
son lisos. Cada uno se abre a una cdmara tetraédrica de segundo orden,
cuyas caras presentan a su vez una cimara de tercer orden en su parte
central. Y asi van apareciendo generaciones sucesivas de cdmaras cada
vez mds pequeiias.

La suma de los volimenes de todas las cdmaras es precisamente el
volumen de la pirdmide de Koch. Por otro lado, si consideramos las ca-
maras con sus bases pero sin las otras fres caras, entonces no se solapan.
Si la pirdmide tuviera que ser excavada en un terraplén, los excavadores
deberian vaciar todo el volumen, dejando sdlo la céscara. La curva del
plano de la base sobre la que se apoyaria esta superficie, asi como las
«paredes» de las camaras, serian tamices de Sierpinski.

Tremas esféricas y celosias

Lieb y Lebowitz (1972) hacen una aportacién inconsciente a la geo-
metria fractal, rellenando RE con bolas cuyos radios son de la forma p, =
Py, con r<1; el nimero de bolas de radio p, por unidad de volumen es
de la forma n, =nyV*, siendo v un entero de la forma v=(1-r)r %, que nos
da una restriccion fuerte sobre r. Asf pues, el exponente de la distribu-
cion de los tamafios de los huecos es

D=log v/log(1/ry=E-log(1-r)/log r.

Se empieza tomando esferas grandes de radio p, y centros en los vér-
tices de una celosia de lado 2p,. Fuera de estas esferas hay bastantes vér-
tices de una celosia de radio 2p, para tomarlos como centros de una se-
gunda generacion de esferas, y asi sucesivamente. El proceso de cons-
truccidn establece las siguientes cotas superiores para r:

paraE=1,r<1/3; para E=2,r<1/10;
para E=3,r<1/27;, para E— oo, r—0.

En el relleno de R? con bolas no solapantes se puede proceder mds ra-
pidamente. Por ejemplo, en la linea el maximo de r es 1/3, jel valor que
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corresponde a un polvo triddico de Cantor! La existencia de polvos de
Cantor con r>1/3 prueba que el relleno unidimensional puede dejar resi-
duos de una dimensién arbitrariamente pequeiia. Sin embargo, un relleno
mds apretado implica una estructura mas rica.

Anticipo de la lagunaridad

El orden de ramificacién R, junto con las dimensiones D,y D, no bas-
tan para caracterizar del todo un fractal. El concepto adicional de laguna-
ridad, introducido por mi, es de especial importancia. Los huecos de un
fractal muy lagunar son muy grandes, y viceversa. Las definiciones bdsi-
cas podrian haberse presentado aqui, pero es mejor dejarlas para el capi-
tulo 34.

202



F1G6. 204.  Punta de flecha de Sierpinski
(dimension de la frontera D~1,5849)

En Sierpinski (1915) el iniciador es [0,1] y el generador y el segundo tera-
£0Nno son

N=3
r=1/2
D=log 3/log 2~ 1,5849

Los siguientes estadios de la construccion son

Jo. d A

La costa de la porcién superior de la 1dmina 204 (por encima del mayor
tridngulo relleno de negro) nos da el aspecto de un estadio avanzado de la
construccion.

AUTOCONTACTOS. Los estadios de orden finito de la construccién no pre-
sentan puntos de autocontacto, igual que en el capitulo 6, pero la curva limite
tiene una infinidad de ellos.

PUNTAS DE FLECHA EMBALDOSANTES. La punta de flecha de la ldmina 141
(puesta de lado se convierte en un pez tropical) se define como el sector de la
curva de Sierpinski comprendido entre dos pasos sucesivos por un punto de
autocontacto, por ejemplo, el punto medio del intervalo [0,1]. Las puntas
de flecha embaldosan el plano, y las baldosas contiguas se engarzan por una
especie de velcro extrapolado hasta la pesadilla. (Mezclando las metdforas, las
aletas de un pez encajan exactamente con las de otros dos peces.) Ademds,
uniendo cuatro baldosas vecinas convenientemente escogidas se obtiene otra
baldosa dos veces mayor.

LLAS TREMAS DEL TAMIZ DE SIERPINSKI. Llamo «tamiz» a la curva de Sier-
pinski porque hay una construccién alternativa, basada en extraer «tremas».
Este es un método que se utiliza continuamente en los capitulos 8, 31 y 35. El
tamiz de Sierpinski se obtiene con el iniciador, el generador y los dos estadios
sucesivos que se muestran a continuacion:

A L L 8
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Este generador de tremas contiene el generador poligonal presentado mas
arriba como subconjunto propio.

LA CUENCA. Me encontré por primera vez con la curva «punta de flecha»
sin tener conocimiento del trabajo de Sierpinski, cuando estudiaba cierta
cuenca en Mandelbrot (1975m).
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FI1G. 205.  Una telaraiia fractal oblicua (dimension D=2)

Esta telarafia se obtiene por un proceso iterativo, con N=4 y r=1/2, to-
mando un tetraedro cerrado como iniciador y un conjunto de tetraedros como
generador.

Su dimensién es D=2. Proyectémoslo segiin la direccion de un segmento
que una los puntos medios de dos lados opuestos. El tetraedro iniciador se pro-
yecta sobre un cuadrado, al que llamaremos inicial. Cada tetraedro de la se-
gunda generacion se proyecta sobre un subcuadrado, que cubre 1/4 del cua-
drado inicial, etc. De este modo, la telarafia se proyecta sobre todo el cuadrado
inicial. Las fronteras de los subcuadrados se solapan.
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FIG. 207. La alfombra de Sierpinski (dimension D~1,8928) y la
esponja de Menger (dimension D~2,7268)

LA ALFOMBRA DE SIERPINSKI. En Sierpinski (1916), el iniciador es un cua-
drado macizo, mientras que el generador y los dos pasos siguientes son

N=8,r=1/3,D~1,8928.

El drea de esta alfombra es nula, en tanto que el perimetro total de los agu-
jeros es infinito.

LaMINA 207. LA ESPONJA DE MENGER. El mecanismo de construccién re-
sulta obvio. Proseguido indefinidamente deja como residuo lo que se llama
una esponja de Menger. Lamento haberlo atribuido equivocadamente a Sier-
pinski en ensayos anteriores (reproducido de Studies in Geometry, de Leonard
M Blumenthal y Karl Menger, con la autorizacién de la editorial W. H. Free-
man & Co., copyright 1970). Las intersecciones de la esponja con las diagona-
les y las medianas del cubo inicial son conjuntos triddicos de Cantor.

ISLAS FUSIONADAS. La alfombra, asi como el tamiz de la ldmina 205, se
pueden obtener también por otra generalizacion de la iteracién de Koch en la
que se permite el autosolapamiento, aunque las partes solapadas se cuentan
s6lo una vez.

Para obtener un tamiz el iniciador es un tridngulo equilatero y el generador
es el de la izquierda. Para obtener una alfombra, el iniciador es un cuadrado y
el generador el de la derecha

/. Bo

Nos encontramos de nuevo con dos fenémenos que ya aparecieron en el
capitulo 13: la costa de cada isla es rectificable, con lo que su dimensién es 1,
y la dimensién del tamiz o de la alfombra expresa el grado de fragmentacién
de la tierra firme en islas en vez de la irregularidad de las costas de éstas.

Sin embargo, el resultado es algo distinto. En el capitulo 13 el mar es co-
nexo, cosa que parece una interpretacion topolégica correcta del espacio abierto
nautico. También es abierto en el sentido topolégico de no contener su fron-
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tera. La novedad introducida por esta construccién es la posibilidad de gue las
islas de Koch se «fusionen» asintéticamente en una superisla maciza: no hay
continente y las costas se enlazan formando una celosia.

[l Topoldgicamente hablando, la alfombra de Sierpinski es una curva plana
universal y la esponja de Menger es una curva espacial universal. Esto es,
(véase Blumenthal y Menger, 1970, pags. 433 y 501) estas figuras son respec-
tivamente la curva plana méas complicada y la curva mds complicada en un es-
pacio de dimensién superior. 1
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F16. 208.  Los salones del Palacio del Copo de Nieve
(dimension D~1,8687)

En un pais y una época muy lejanas, el Gran Sefior y su séquito asentaron
su poder en los espléndidos salones del Palacio del Copo de Nieve. Se produjo
un cisma, seguido de una guerra que llegé a un punto muerto, hasta que los
Ancianos trazaron una linea que dividia los salones entre ambos bandos, el
Norte y el Sur.

ENIGMAS DEL LABERINTO. ;Quién controla el Gran Salén y cémo se llega a
él desde el exterior? ;Por qué algunos salones no estin orientados hacia nin-
guno de los puntos cardinales? Para pistas, véase el Arbol de los Monos de la
lamina 57.
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15
Las superficies de volumen positivo y la carne

Las curvas, superficies y polvos fractales que se describen y domesti-
can en esta parte del libro para sus posibles aplicaciones cientificas son
escalantes en un sentido asintético o con alguna otra limitacion.

Este primer capitulo se concentra en las superficies que ocupan un
volumen positivo (jno nulo!). j Vaya combinacidn disparatada de caracte-
risticas contradictorias! ;No habremos llegado ya por fin a unos mons-
truos matematicos sin ninguna utilidad para la filosofia natural? Otra vez
la respuesta es negativa sin ningin género de duda. Mientras crefan huir
de la naturaleza, dos famosos matemdticos puros preparaban sin saberlo
los tiles precisos que yo (entre otros) necesitaba para comprender la geo-
metria de... la carne.

Polvos de Cantor de medida positiva

Como paso preliminar revisaremos la construccidn cantoriana del
conjunto triddico C. El hecho de que tenga una longitud nula (o en térmi-
nos mas rebuscados, que su medida lineal sea cero) se explica porque
la suma de las longitudes de las tremas centrales es 1/3+2/3%+ ... +
26734+ =1L -

Pero el hecho de que C sea totalmente disconexo, y que su dimension
topoldgica sea por tanto D=0, es independiente de las longitudes de las
tremas. Es consecuencia de que, en cada paso de la construccion, cada
segmento creado en el paso inmediatamente anterior es dividido en.dos
quitando una trema centrada en el punto medio del segmento «huésped».
Si denotamos por A, la razén de las longitudes de la trema y del huésped,
la longitud acumulada de los segmentos que quedan después de K pasos
es 1, (1-A,). Cuando K — o, dicho producto disminuye hasta un limite
que denotaremos por P. En la construccion original de Cantor, A, =2/3,
con lo que P=0. Pero siempre que XA, <o, se tiene que P>0. En tal
caso el conjunto residual C, tiene una longitud positiva 1 —P. Este con-
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junto no es autosemejante, y por tanto no tiene dimension de semejanza,
pero la definicion de Hausdorft-Besicovitch (capitulo 5) nos llevaa D=1.
De D> D, se sigue que C., es un conjunto fractal. Como D y D son inde-
pendientes de las longitudes A, de las tremas, la descripcién de C. que
nos dardn sus valores serd puramente superficial.

En el plano, fa construccion es atin mas didfana. Arrdnquese al cua-
drado unidad una cruz de drea A, dejando cuatro baldosas cuadradas. Sa-
quese de cada una de éstas una cruz de drea A,. Esta cascada genera un
polvo, D=0, de drea I'l,” (1 -X,). Si esta drea no es nula, D=2.

En un espacio de dimension £, y por un procedimiento andlogo, se
puede obtener un polvo de volumen positivo, con D;=0y D=E.

Variando lentamente log N/log(1/r)

0 Aungue los polvos de Cantor con longitud, drea o volumen positi-
vos no tienen dimension de semejanza, resulta ttil definir rk=(1-2%,)/2 e
investigar las dimensiones formales definidas por D, =log N/log(1/r,).

[ Cuando D, varia lentamente tenemos una realizacion de lo que en el
capitulo 3 llamabamos dimension efectiva, al describir un ovillo de hilo.
En el caso de la recta, la dimensién D=1 del conjunto C, es el limite de
log 2/log(1/r,). Ademds, no es necesario que XA, <eo para que D=1,
basta con que A, — 0. En consecuencia, hay tres tipos de polvos de Can-
tor lineales: (@) 0<D <1 y longitud=0, (b) D=1y longitud=0, y (¢)
D=1y longitud>0.

0 Una categoria andloga a (c) se da también en las curvas de Koch.
Basta con cambiar el generador en cada paso, de modo que D tienda a 2.
Toémese, por ejemplo, r,=(1/2)k, y para N, (y en consecuencia para D,)
el valor maximo que menciondbamos en el pie de la [dmina 80. El 1imite
presenta una notable combinacién de propiedades: su dimensién fractal,
D=2, no es normal para una curva, pero su dimension topoldgica es la
estdndar, D,=1, y su 4rea es nula.

0 Las mismas propiedades coexisten en el movimiento browniano
(capitulo 25), pero aqui se han obtenido sin puntos dobles.

U La dimension formal puede también desviarse de D=2. Por ejem-
plo, a partir del k-ésimo paso de un drbol que recubre una zona plana se
podria continuar con otros pasos que llevaran a D<2. El resultado podria
ser util para modelizar ciertos arboles fluviales que, por encima de un
corte inferior 1, parecen recubrir el plano, pero en los que la irrigacién es
menos completa a escalas mds finas. Esta ) serfa muy grande en los de-
siertos y muy pequefia en las junglas pantanosas, quizé igual a O en este
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caso. La dimension efectiva de tales rios serfa D=2 para las escalas supe-
riores a1, y D <2 para las escalas inferiores. 1

Curvas de drea positiva

Como nuestra vision intuitiva de los polvos es un tanto imperfecta, la
idea de polvos de longitud o volumen no nulos no acaba de resultar inc6-
moda. Pero las curvas de drea positiva son mds dificiles de aceptar. Asi
pues, desde que Lebesgue (1903) y Osgood (1903) demostraron que no
nos queda mas remedio que aceptarlas, vinieron a reemplazar las curvas
de Peano en el papel de monstruos supremos. Después de describir un
ejemplo, demostraré que el solo pensamiento es peor aiin que la realidad:
en un sentido absolutamente literal, las superficies de volumen positivo
estan muy cerca del corazén humano.

La idea consiste en generalizar el proceso de desplazamiento del
punto medio expuesto en la ldmina 43. De aquella construccion retene-
mos las bahfas y promontorios, siendo cada uno un tridngulo cuya base
estd centrada en el punto medio de la base de la marisma. El elemento
nuevo es que los tamarios relativos A, de las bahias y promontorios
no son constantes, sino que tienden a 0 a medida que k aumenta, de modo
que IT5 (1 -A,)>0. Ahora bien, como ¢l drea recubierta por la marisma no
tiende a 0, tenemos que para el limite de la marisma se cumple D =2.
Pero por otra parte, es totalmente distinto de un conjunto estdndar de di-
mensidn 2. Aparte de no tener puntos interiores, es una curva con D=1,
pues el entorno de cada punto puede ser separado del resto del conjunto
eliminando sélo dos puntos.

La construccidn anterior sigue el método de Osgood (1903), simplifi-
cando su caprichosa manera de hacer que una construccion artificial sea
mas facil de seguir. Pero la utilidad de un descubrimiento no debe juz-
garse por las razones que lo motivaron.

La geometria de las arterias y las venas

Para citar a Harvey (1628): «Podemos decir que el movimiento de la
sangre es circular, en el mismo sentido que Aristoteles dice que el aire y
la lluvia emulan el movimiento circular de los cuerpos superiores... Y
andlogamente, por el movimiento de la sangre,... las distintas partes del
cuerpo son nutridas, cuidadas y avivadas por la sangre mas perfecta, ca-
lida, vaporosa, espiritosa y nutritiva; la cual, por otra parte, debido a su
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contacto con dichas partes, se enfria, coagula y, por asi decirlo, se des-
gasta»,

La imagen de la circulacion sanguinea elaborada por Harvey lleva im-
plicita la idea de que, a una distancia muy pequeiia de casi cada punto del
cuerpo, se encuentran una arteria y una vena. (Véase también E! merca-
der de Venecia.) En esta imagen se prescinde de los capilares, pero en
una primera aproximacion es mejor imponer que infinitamente cerca de
cada punto hay tanto una arteria como una vena excepto, claro estd, en el
caso de los puntos interiores a las arterias (0 las venas), que no pueden
estar infinitamente cerca de una vena (o de una arteria).

Dicho de otro modo (jaunque esta reformulacién hace que el
enunciado suene mucho mads raro!): cualquier punto del tejido extravas-
cular tiene que pertenecer a la frontera que separa ambas redes sangui-
neas.

Un segundo factor importante es que la sangre es cara, por lo que el
volumen total de arterias y venas debe ser sélo una pequeifia fraccion del
volumen total del cuerpo, siendo el resto tejidos.

Los monstruos de Lebesgue-Osgood constituyen la parte esencial
de nuestra carne

Desde un punto de vista euclideo, estas condiciones implican una
contradiccion exquisita. Se trata de una figura que, por una parte, tiene
que ser topolégicamente bidimensional, pues constituye la frontera co-
mun de dos figuras topolégicamente tridimensionales, y por otra parte no
s6lo debe tener un volumen no despreciable comparado con el de las dos
figuras que separa, sino jmucho mayor!

Una de las virtudes del enfoque fractal de la anatomia es que en este
marco ambas condiciones son perfectamente compatibles. Una variante
espacial de la construccién de Osgood descrita en la pentiltima seccidén
cumple todas las condiciones impuestas al modelo de sistema vascular.

En este modelo, las venas y las arterias son dominios estindar, pues
en su interior caben pequefias bolas (jlas células sanguineas!). Ademads,
los vasos ocupan sélo una pequeiia fraccién del volumen total. El tejido,
en cambio, es muy distinto; no tiene ninguna parte que no esté atravesada
a la vez por una arteria y una vena. Y es una superficie fractal: su dimen-
sion topoldgica es 2 y su dimensi6n fractal 3.

Como ya se ha dicho, estas propiedades dejan de sonar a extravagan-
cia. No importa que aparecieran por vez primera en una artificioso vuelo
matematico mds alld del sentido comiin. He demostrado que son intuiti-
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vamente inevitables, que ;jlos monstruos de Lebesgue-Osgood constitu-
yen la parte esencial de nuestra carne!

Nuestra intuicion, antes y después

La combinacién de los conductos pulmonares y su sistema vascular
se presenta también como una construcciéon muy interesante, en la que
tres conjuntos —arterias, venas y bronquiolos— comparten una frontera
comtn. El primer ejemplo de conjunto de este tipo se debe a Brouwer. Si
se presenta de este modo, el montaje de Brouwer concuerda perfecta-
mente con nuestra intuicién. Pero para contemplarlo desde una perspec-
tiva histdrica tenemos que volver a nuestro portavoz del punto de vista
convencional, Hans Hahn.

«La intuicién parece indicar que los puntos comunes a tres paises
solo se dan en puntos aislados... La intuicién no puede comprender la es-
tructura de Brouwer, aunque el andlisis 16gico nos obligue a aceptarlo.
Una vez mds |nos encontramos con que] en cuestiones geométricas sim-
ples y elementales, la intuicién es una guia nada fiable. Es imposible [de-
jar] que sirva como punto de partida o de base de ninguna disciplina ma-
tematica. El espacio de la geometria es... una construccion logica...

»[Sin embargo, si] nos vamos acostumbrando mds y mds a manejar
estas construcciones ldgicas; si acaban por entrar en los programas aca-
démicos; st, por asi decirlo, lo aprendemos en el regazo de nuestras ma-
dres, como ahora aprendemos la geometria euclidea tridimensional, en-
tonces a nadie se le ocurrird decir que estas geometrias son contrarias a la
intuicion.» ‘

Este libro demuestra que Hahn estd completamente equivocado. Para
domesticar sus propios ejemplos, hay que entrenar nuestra intuicién ac-
tual, pero esto no debe suponer, en mi opinién, ningin cambio disconti-
nuo. Hahn equivoca el diagndstico y sugiere un tratamiento letal.

La intuicidn geométrica ya ha reconocido hace mucho tiempo 12 ne-
cesidad del auxilio de la l6gica y sus extrafios y tortuosos métodos. ;Por
qué tendria la 16gica que estar siempre intentando huir de la intuicién?

En cualquier situacion, la idea que tiene un matematico tipico de qué
es intuitivo es muy poco de fiar. Es imposible tomar dicha idea como
guia en la construccién de modelos; la matemadtica es demasiado impor-
tante para dejarla en manos de los fanéticos de la 16gica.
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16
Arboles, residuos escalantes y fractales no uniformes

En este capitulo estudiaremos arboles fractales filiformes y otras frac-
tales cuasiescalantes, esto es, escalantes salvo un residuo fractalmente
despreciable. Se observa que dichas fractales son no uniformes, en el
sentido de que D y/o D, toman valores distintos para distintas partes de
tales conjuntos. Por contra, si echamos una mirada atrds, vemos que to-
das las fractales consideradas hasta ahora son uniformes.

El concepto de conjunto residual escalante

INTERVALOS ESTANDAR. El intervalo semiabierto ]0,1], que contiene el
extremo derecho pero no el izquierdo, es escalante, pues es la unién de
N=2 réplicas reducidas de s{ mismo, ]0,1/2] y ]1/2,1]. Por el contrario,
el intervalo abierto 10,1[ no es escalante, ya que ademas de las N=2 ré-
plicas reducidas de si mismo, 10,1 /2[ y ]1/2,1[, contiene también el
punto medio x=1/2. Propongo para este punto el nombre de residuo es-
calante. Para el calculo de D, y a otros muchos efectos, no tiene ninguna
importancia. Un fisico diria que es de un orden de magnitud menor que
el del todo y las partes.

A partir del ejemplo anterior uno estd tentado de considerar todos los
términos residuales como complicaciones rebuscadas que no afectan en
nada el resultado del cambio de escala, pero en ejemplos andlogos en los
que intervienen fractales, que calificaré de no uniformes, el residuo
puede ser sorprendentemente significativo. Un fractal no uniforme es la
suma (o la diferencia) de varias partes con dimensiones fractales y topo-
l6gicas distintas. Ninguna de dichas partes se puede despreciar del todo,
aunque lo pueda ser tanto en el sentido fractal como en el topoldgico. Es-
tos dos puntos de vista chocan a menudo, y sus efectos son importantes e
interesantes.

POLVOS DE CANTOR Y PUNTOS AISLADOS. [ Constriyase un polvo de
Cantor dividiendo [0,1] en b=4 partes y guardando [0,1/4] y [3/4,1]. La
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construccion alternativa consistente en borrar |1/4,1/2{ y ]1/2,3/4[ dael
mismo polvo mds el punto residual 1/2. Este residuo aislado no es frac-
tal, pues tanto D como D, valen 0.

0En la generalizacion al espacio RE, el polvo de Cantor satisface D,=
0 y D>0, en tanto que para el residuo no fractal se tiene D,=D=FE-1.
Podria muy bien suceder que el residuo dominara al polvo en sentido to-
polégico y/o en sentido fractal. I

Esqueletos de drboles fractales cuyos términos residuales son intervalos

En la ldmina 221 se muestran ejemplos de magnolias con tallos infinita-
mente delgados. No pueden tener vida, y su calidad como modelos de plan-
tas se mejora sustancialmente en el capitulo 17. Sin embargo, los esqueletos
arboreos tienen bastante interés en muchos capitulos de la matematica. Se-
gun el topdlogo son idénticos, pues para €l cualquier arbol consiste en una
infinidad de hilos eldsticos, y nuestros drboles se pueden deformar los unos
en los otros por estiramiento o por contraccion. Sin embargo, intuitivamente
estos drboles son distintos, y también lo son como fractales.

LAS PUNTAS DE LAS RAMAS. Un érbol es la suma de dos partes, las ra-
mas propiamente dichas y las puntas de las ramas, cuyas dimensiones se
entremezclan de un modo muy interesante. La parte mds facil de estudiar
es el conjunto de las puntas. Es un polvo fractal parecido a muchos otros
que ya conocemos bien. Es un escalante con N=2 y un valor de r compren-
dido entre 1/¥2 y 0. Por tanto, D vale entre 2 y 0, aunque los valores de D
de los arboles representados varian s6lo entre | y 2. El 4ngulo que forman
las dos ramas que concurren en cada horcadura es siempre 6, y su valor
puede variar en un intervalo bastante amplio sin que ello afecte a r ni a D.
Por tanto, se puede-tener una gran variedad de drboles con la misma D.

Si 1<D<2, el arbol se interseca a si mismo para £<0_;,. Asi pues, la
condicion de que no haya autointerseccion limita la eleccién de 6. Para
los arboles de la lamina 155, 0=0_,,, pero en primer lugar razonaremos
como si tuvieran 0=0_, +¢.

ARBOLES. A primera vista cada drbol como un todo parece autoseme-
jante, pues cada rama con sus vastagos es una version a escala reducida
del todo. Sin embargo, la unién de las dos ramas que parten de la horca-
dura principal no da el drbol entero a menos que le afladamos un residuo.
Intuitivamente, éste no es despreciable ni mucho menos. De hecho uno
tiende a dar mas importancia 4 los troncos y las ramas de los drboles que
a las puntas de las ramas. In}uitivamente, las ramas «dominan» sobre las
puntas.

crit?
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Con independencia del valor de D, las puntas de las ramas de un drbol
autoevitante forman un polvo, con D=0, mientras que las ramas forman
una curva, con D,=1, tanto si las puntas se consideran incluidas en las
ramas como si no. Topolégicamente, pues, las ramas dominan. {1 En
efecto, para desconectar un punto P de su entorno hay que borrar 1 (si P
es una punta de rama), 2 (si P estd en el interior de una rama) o 3 puntos
(si P es una horcadura). i

Veamos ahora el punto de vista fractal. La dimensién de las puntas de
las ramas es D, y la de cada rama es 1. Como conjunto no es escalante,
pero su dimension fractal, definida por la férmula de Hausdorff-Besico-
vitch, no puede ser menor que D ni que 1, y resulta ser el mayor de am-
bos. Consideremos las dos posibilidades por separado.

ARBOLES FRACTALES. Si D>1, la dimensidon del arbol fractal completo
también es D. Aun cuando las ramas predominen tanto intuitiva como to-
polégicamente, json insignificantes en sentido fractal! Como D>Dy, el
arbol es un conjunto fractal en el que D mide la abundancia de la ramifi-
cacién. Nos encontramos, pues, con otra faceta de la dimensién fractal
afiadida a su papel de medida de la irregularidad y la fragmentacion.
Cuando en el capitulo 17 pasemos a los drboles no filiformes. nos encon-
traremos con que una superficie lisa que tenga un nimero suficiente de
«granos» puntiagudos localizados puede convertirse en «algo mas» que
una superficie estandar.

ARBOLES SUBFRACTALES. Si 0<D< 1, por el contrario, la medida lineal
total (la longitud acumulada) del arbol es finita y positiva, con lo que
su dimension es necesariamente 1. Por tanto D=D,, y el drbol no es frac-
tal.

De hecho, si tomamos las unidades de modo que la longitud del
tronco sea 1—2r, las ramas (consideradas como intervalos abiertos) se
pueden disponer llenando los huecos de un polvo de Cantor lineal C con-
tenido en [0,1], con el mismo N=2 y la misma r que las puntas de las ra-
mas. Analogamente, las puntas de las ramas se pueden disponer sobre C.
Vemos que las imagenes de los puntos del arbol agotan completamente el
intervalo [0,1]. Los tnicos puntos del arbol que quedan excluidos en esta
representacion son las horcaduras, pero éstas forman un residuo numera-
ble.

Recordemos el comentario de la lamina 121, en el sentido de que la
curva Escalera del Diablo es peculiar sin ser fractal. Si la importancia de
tales figuras aumenta, habra que buscarles un nombre apropiado. Por el
momento nos bastard con subfractales.

Como ultimo comentario, sustituyamos las ramas rectilineas por cur-
vas fractales de dimensién D">1. Si D< D", las ramas dominan en lo que
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respecta a las propiedades fractales del arbol, y el arbol es un fractal de
dimensién D*. Pero si D>D", el arbol es un fractal de dimensién D.

Fractales no uniformes...

Estamos ya preparados para una nueva definicién. Diremos que un
fractal F es uniforme si la interseccidn de F con cualquier disco (o bola)
con centro en F tiene los mismos valores para D, y para D>D,.

Nos damos cuenta de que las curvas de Koch, los polvos de Cantor,
las curvas ramificadas, etc., son fractales uniformes. Pero los esqueletos
de los arboles fractales de la seccion anterior con D> 1 son fractales no
uniformes.

De hecho, se puede decir que los darboles son sélo parcialmente frac-
tales: su interseccion con un disco suficientemente pequefio con centro
en un punto de una rama no es un fractal, sino que estd formada por un
intervalo o unos pocos.

Baovedus fractales

Hasta aqui, hemos utilizado la lamina 221 para ilustrar arboles fracta-
les apenas autoevitantes. En realidad, las puntas de esos arboles conflu-
yen asintdticamente. A consecuencia de ello, el conjunto de las puntas de
rama deja de ser un polvo con D,=0 para convertirse en una curva con
D, =1, sin que cambie por ello su dimension fractal. Propongo que a esta
nueva clase de curvas fractales se las llame bévedas fractales generaliza-
das. Notese que la longitud de su sombra vertical aumenta con D.

Como la luz es de vital importancia para los drboles, es de esperar que
las ramas que terminan en los pliegues de una boveda fractal generali-
zada acaben por marchitarse. Un disefiador de drboles puede, bien dejar
que algunas ramas crezcan y luego se marchiten por falta de luz solar,
bien hacer un programa mdas complicado en el que estas ramas dejen de
crecer. Yo me inclinaria por el programa mds sencillo.

Cuando D< 1, la fusidn de un polvo para dar una curva es inconcebi-
ble. Cuando se intenta llegar al autocontacto disminuyendo el dngulo de
abertura 0, esto no se consigue hasta que 8 =0 y el arbol colapsa dando
un intervalo. Si, como alternativa, se mantiene la sombra vertical del ar-
bol constante e igual a 1, y se’intenta llegar al autocontacto alargando las
ramas, nunca se llega al resultado buscado: el drbol tiende a un polvo de
Cantor lineal C, con semirrectas arrancando de cada punto del mismo.
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Arboles sin término residual

Los drboles fractales construidos en las secciones anteriores no ago-
tan todas las posibilidades. Recordemos, por ejemplo, la construccién de
la pagina 203. Tomemos alternativamente como generador de Koch una
cruz con ramas de longitudes r, (superior), r; (inferior) y r, (laterales), de
modo que r2+r’+2rf<1. Cada rama del arbol fractal resultante, por corta
gue sea, estd llena de subramas. Si se excluye el punto raiz, el arbol es un
escalante estard término residual.

Fisica de altas energias: haces
Feynman (1979) cuenta que los drboles fractales le permitieron visua-
lizar y modelizar los «haces» que se forman en los choques frontales de

particulas a muy altas energias. Los informes del CERN de G. Veneziano
profundizan en el estudio de esta idea..
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FiG. 221. Magnolias y bévedas fractales

Los troncos y las ramas de los arboles de esta ldmina son infinitamente
delgados. El angulo 6 entre cada par de ramas es siempre el mismo. Las D va-
rian entre 1 y 2 y, para cada D, 8 toma el minimo valor compatible con la con-
dicion de ser autoevitante.

Para D apenas superior a 1 (arriba a la izquierda), el resultado parece un
pincel, después se va pareciendo mds a una escoba. A medida que D aumenta,
las ramas se abren y el perfil de la béveda se extiende en pliegues ocultos a la
luz solar. Nos recuerdan las flores de algunas variedades de la especie Bras-
sica oleracea: la coliflor (B. 0. botrytis) y el brécol (B. o. italica). ;Podria ser
importante que parte de las diferencias geométricas entre la coliflor y el brécol
fueran cuantificables por una dimensién fractal?
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A un francés, el drbol con una D mayor (abajo a la izquierda) le evocaria
las fortificaciones de Vauban. Los valores D=2y ©=1 dan un 4drbol que llena
un dominio plano. Para poder tomar 6>t (abajo a la derecha) hay que volver a
disminuir la D, sustituyendo el parecido con una sombrilla por formas retorci-
das dignas de las clasicas esculturas danzantes de la India.

En una de las figuras mds famosas de On Growth and Form (Thompson,
1917) se presentan los crdneos de distintas especies de peces enlazados por
una sucesién de transformaciones continuas y suaves, con un fondo euclideo.
Las transformaciones que convierten cada uno de estos arboles en el siguiente
comparten una inspiracion similar, pero el fondo es muy distinto.
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17
Los édrboles y el exponente diametral

En el presente capitulo se estudian los «arboles» de tubos gruesos
empalmados que forman los pulmones, los sistemas vasculares, los
drboles de la botdnica, las redes fluviales y otros sistemas por el es-
tilo.

Dichos objetos naturales son sumamente familiares y, de hecho, nin-
gun otro sistema natural sirve mejor para ilustrar la idea de una figura
que tenga un gran nimero de escalas lineales distintas. Por desgracia, los
arboles son menos simples de lo que parece. No se abordaron antes de-
bido a la dificultad con que nos tropezamos en ¢l capitulo anterior: los ar-
boles no pueden ser autosemejantes. Todo lo mds que uno puede esperar
es que'las puntas de las ramas si formen un conjunto autosemejante,
como se supondrd a lo largo de este capitulo. Ademds de la dimensién
fractal D de las puntas, en los drboles interviene un segundo pardmetro,
A, al que llamaremos exponente diametral. Cuando el arbol es autoseme-
Jjante aparte de un residuo, como ocurria en el capitulo 16, A coincide con
la D de las puntas. En caso contrario, A y D son caracteristicas indepen-
dientes, y tratamos con lo que los bidlogos llaman «alometrfa». Nos en-
contraremos con ejemplos tanto de A=D como de A<D.

El exponente diametral A

En sus Libros de apuntes, nota n.° 394, Leonardo da Vinci afirma
que «La suma de los grosores de todas las ramas de un arbol a una
cierta altura es igual al grosor del tronco comin (que tienen por de-
bajo)». La expresion formal de esta afirmacidn es que, antes y des-
pués de cada bifurcacién, los didmetros de las ramas de un arbol, d, d,
y dy,
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- . \ d2
satisfacen la relacion

d*=d*+d?

siendo el exponente A=2. La consecuencia de esto es la siguiente: si se
tiene en cuenta el grosor de las ramas, los drboles de 1a botanica no son
autosemejantes ni su corteza llena el espacio. En efecto, para que haya
autosemejanza se tiene que cumplir A=D, y la condicidn de que casi se
llene el espacio implica que D se acerque a E=3.

Dicho de otro modo, siempre que la relacién anterior se satisfaga, A
€S un nuevo parametro a tener en cuenta junto con D. Lo ltamaremos ex-
ponente diametral. Mucha gente lo ha considerado, a menudo sin conoci-
miento mutuo, como prueban las referencias de Thompson (1917 - 1942
- 1961). En este capitulo se demuestra que, para los bronquios, A~3; para
las arterias, A~2; los drboles de la botdnica estian cerca del A=2 de Leo-
nardo, y para el ancho de los rios se tiene A=2. En este capitulo se inves-
tigan también algunas de las consecuencias fisicas, fisiolégicas y geomé-
tricas del valor de A.

0 PARADIMENSION. En mi Fractals de 1977 se decia que A es una pa-
radimension, pero ya no soy partidario de usar este término. Unas veces
A es una dimensioén y otras no, cosa que encontramos también en el ex-
ponente de Besicovitch y Taylor (1954; véase el capitulo 39). 1

El drbol bronquial del pulmon

Como primer ejemplo, la subdivisién que presentan los tubos de
aire del pulmén es, a efectos pricticos, autosemejante, con A=D, y
D~E=3.

La forma interna del pulmén no se conoce demasiado bien. Por ello
serfa instructivo presentar aqui una fotografia real (se tienen ejemplos en
Weibel, 1963, y Comroe, 1966). Sin embargo, la politica de este ensayo
es limitarse a las simulaciones (quiza sea ésta la tnica ocasién en que
haya que lamentarlo). Por tanto, tendremos que conformarnos con una
breve descripcion verbal. Si reemplazamos el aire del pulmén con plés-
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tico no vulcanizado y eliminamos el tejido pulmonar, nos queda un arbol
muy densamente ramificado que llena el contorno del pulmén con una
compacidad, uniformidad e impenetrabilidad a la vista que no se da en
los arboles de la botdnica. Entre las dos primeras ramificaciones, que
caen fuera de nuestro campo de interés, y las tres dltimas, que acaban en
los alvéolos (de los que hablamos en el capitulo 12), se producen 15 bi-
furcaciones sucesivas con una regularidad sorprendente.

De los datos de Weibel (1963) resulta que los segmentos de tubo son
semejantes entre s en primera aproximacion, y que A~3. El flujo de aire
es una cantidad determinada y constante que se divide entre las ramas de
cada bifurcacion, y como el flujo de aire es igual al drea de la seccién
transversal del tubo multiplicada por la velocidad del aire, vemos que
esta velocidad varia segiin d*: el aire se ralentiza a medida que llega a
los bronquios mds internos.

Es importante que A valga precisamente 3. Una primera interpreta-
cién se basa en un argumento de Murray (1927), presentado en Thomp-
son (1942, pag. 954, 0 1961, pdg. 129): «La superficie creciente de las ra-
mas implica enseguida un aumento del rozamiento, y una cotriente de
fluido mds lenta, con lo que la capacidad de dichas ramas es mayor de lo
que pudiera parecer a primera vista. Se trata de una cuestion de resisten-
cia mds que de capacidad; y en términos generales la respuesta es que la
razon de la resistencia a la seccion recta debe ser la misma en cualquier
lugar del sistema, antes y después de cada bifurcacion, a fin de que su re-
sistencia total sea la menor posible; la seccion recta total de las ramas,
pues, tendrd que ser mayor que la del tronco, para compensar la resisten-
cia creciente. Un resultado aproximado, conocido por los estudiantes de
hidrodindmica [para un tratamiento moderno, véase Hersfield y Cum-
mings, 1967, y Wilsons, 19671, es que la resistencia es minima, y la con-
dicioén se optimiza cuando la razén de ramificacion es 2'/?~1,26 en todas
partes.

Asi pues, A=3 es el mejor valor que se podria esperar, ya sea por un
proyecto orientado a unos objetivos o por una seleccién evolutiva. Natu-
ralmente, el criterio de optimizacion de Murray es puramente local, y €l
proyectista nunca puede estar del todo seguro de que partes localmente
dptimas vayan a encajar unas con otras.

Rellenando el 3-espacio con bronquios

Mi razonamiento fractal alternativo en favor de A=3 es muy distinto:
invoca el efecto de condicionantes geométricos involuntarios sobre €l
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crecimiento del pulmon prenatal y sobre la forma completamente desa-
rrollada de sus tubos. Una ventaja obvia es que la razén de ramificacion
2174 2173 no tiene por qué estar codificada genéticamente (como deberia
ser en la interpretaciéon de Murray).

El dato fundamental es que el crecimiento del pulmén prenatal co-
mienza con un brote, que evoluciona hasta formar un tubo, el cual forma
a su vez dos brotes, y cada uno de ellos repite el proceso anterior. Ade-
mds, este proceso de crecimiento es autosemejante (jel tronco hace aqui
de residuo!) Para justificar la autosemejanza, no hace falta pensar que es
lo 6ptimo, nos basta con que sea lo més simple: el programa regulador
del proceso de crecimiento es mds corto si cada paso es una repeticion del
anterior a una escala menor, o a la misma escala después de que el es-
tadio anterior haya crecido. Si esto es asi, el resultado del crecimiento
estd completamente determinado por la razon grosor/longitud de las ra-
mas y por el exponente diametral. Hace falta también una regla que indi-
que cuindo debe detenerse el crecimiento.

Ahora bien, dependiendo del valor de A (y suponiendo fija la razén
grosor/longitud) el crecimiento segin estas reglas llega a uno de los tres
resultados siguientes: (a) después de un nimero finito de pasos, las ramas
agotan el espacio disponible para el crecimiento; (b) las ramas nunca lle-
gan a llenar mas que una parte del espacio accesible, o (c) resulta que el
espacio disponible es precisamente el que necesitan. Si se quiere que el
limite sea un 4rbol que llena un dominio espacial no hace falta incorporar
instrucciones especiales al programa de crecimiento, pues la competen-
cia por el espacio deja poco lugar para la indeterminacién. En las ldminas
234 y 235 se muestra una reduccion bidimensional del proceso. Se com-
prueba que, a medida que la razén grosor/longitud tiende a 0, la razén de
ramificacién que recubre el plano aumenta hasta 2!/%, dando A=E=2.
Andlogamente, la razén de ramificacion que llena el espacio correspon-
diente a ramas infinitamente delgadas es 2'/%, que nos da A=E=3.

~Como A=3 corresponde al limite de tubos infinitamente finos, este
caso es, de hecho, irrealizable. Y es una pena, pues un drbol formado por
bifurcaciones infinitamente delgadas tiene una «piel» que llena un domi-
nio en el espacio. Esta tltima propiedad podria habernos sugerido una in-
terpretacion teleoldgica que rivalizaria con la de Murray: serfa la forma
Optima en ei sentido de que tendria fa mayor superficie posible, cosa que
favoreceria los intercambios quimicos entre e] aire y la sangre.

Pero los tubos reales no son infinitamente finos, y lo mis que se
puede conseguir es unos valores de A y de D ligeramente inferiores a 3,
en perfecto acuerdo con la evidencia empirica. Esto implica el mismo
grado de imperfeccion en todos los puntos de ramificacion, pero esta pro-
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piedad se obtiene como una simple consecuencia adicional de la autose-
mejanza con residuo, y no hace falta introducirla como objetivo previo.

DIMENSION. La reunién de todas las ramas da un conjunto estandar,
siendo E tanto su dimensién fractal como la topoldgica. Si la corteza de
cada rama es lisa, la corteza total tiene dimension A.

Cota alveolar inferior

Como de costumbre, fa interpolacién a bronquios cada vez mds finos
se interrumpe en un corte inferior. Este es gradual a partir de la decimo-
quinta bifurcacién, y encuentro que es un disefio geométrico excelente.

Una observacién fundamental es que, en tanto que la bifurcacion au-
tosemejante acabaria por llenar todo el espacio accesible, ésta va mds
lentamente, de modo que las primeras 15 etapas de bifurcacién del pul-
moén sélo llenan una pequena parte del volumen pulmonar total. Para
llenar el espacio restante en unas pocas etapas, los tubos tienen que ser cla-
ramente mas anchos de lo que se deduciria de una interpolacion autose-
mejante. En efecto, el resultado de Weibel (1963, pags. 123-124) puede
interpretarse como un indicio de que, en los estadios posteriores al deci-
moquinto, el grosor de los tubos deja de disminuir (A ya no estd defi-
nida), y las longitudes de los tubos son mayores de lo que sugiere la se-
mejanza, siendo 2 el multiplicador final. Como la 1dmina 235 sugiere que
las ramas autosemejantes entran aproximadamente hasta la mitad del es-
pacio vacio disponible mds cercano, un multiplicador igual a 2 parece de
lo mds razonable, y sugiere que buena parte del programa de disefio del
pulmén viene impuesto por propiedades espacxales y no requiere de una
codificacidn separada.

Mads sobre la geometria vascular

Volvamos ahora al punto culminante del capitulo 15, donde proclamo
que los monstruos fractales de Lebesque-Osgood son el constituyente
esencial de nuestra carne. Si partimos de que un dominio ramificado A
(el sistema arterial) ocupa un volumen de aproximadamente el 3 % del
volumen de otro dominio<3 (el cuerpo), pero que se supone que llega a
estar infinitamente cerca de cualquier punto de B, concluyo que el grosor
de las ramas de B debe disminuir mas deprisa que en los drboles autose-
mejantes. Ahora que ya sabemos que la tasa de adelgazamiento se puede
medir por A, podemos preguntarnos si las arterias tienen una A definida.
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Esto no sélo es cierto en un amplio subdominio de las entre 8 y 30 bifur-
caciones que uno encuentra entre el corazén y los capilares, sino que hace ya
casi un siglo que se conoce este hecho. En efecto, Thoma (1901) y Groat
(1948) resumieron sus resultados experimentales diciendo que A=2,7.
Su estimacién fue notablemente confirmada por Suwa y Takahashi (1971).

Los drboles de la botdnica

Después de jugar con objetos que llamamos drboles en sentido figu-
rado, volvamos a los drboles que estudian los botdnicos. Los valores
«normales» que sugiere el andlisis son D=3y A=2. No se puede decir,
sin embargo, que sean demasiado universales: dada la asombrosa diversi-
dad de las formas botdnicas, las desviaciones especificas pueden resultar
mads interesantes que la «norma». Una consecuencia de A=2 es que, en
comparacion -con las ramas casi autosemejantes que dan forma al pul-
mon, las de las plantas estin muy espaciadas. No se puede ver a través de
un pulmon y si a través de un drbol sin hojas.

La causa subyacente al hecho de que A y D tomen respectivamente
los valores enteros de las dimensiones de las superficies y los cuerpos s6-
lidos es, segiin palabras de D’ Arcy Thompson, que «un arbol estd gober-
nado por las reglas fisicas sencillas que determinan los cambios relativos
del drea y el volumen». O en los términos mas concretos de Hallé, Olde-
man y Tomlinson (1978): «El problema del intercambio de energia en los
drboles se puede simplificar considerando el 4rbol como un sistema en el
que {el drea] mayor posible debe ser irrigada con la minima inversion de
volumen, garantizando al mismo tiempo la evacuacion de la energia ab-
sorbida». Como los volimenes y las dreas no son conmensurables en el
marco de la geometria euclidea, el problema geométrico de la arquitec-
tura de los drboles es intrinsecamente fractal. Cuando D y/o A dejan de
ser enteros, el cardcter fractal del problema se hace mas manifiesto aun.

Dy A en los drboles de la botdnica

EL vaLOrR D=3. El lector ya sabe que la realizacién de una hoja de
drea maxima consiste en una superficie que llene un dominio espacial,
como ocurre con esos matojos cuyas hojas o agujas llegan tan cerca
como se quiera de cualquier punto contenido en cierto contorno (aparte,
quizd, de una parte central muerta que pasamos por alto). Una diferencia
3-D muy pequefia basta para permitir la entrada de aire y luz solar.
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MAGNOLIAS. Sin embargo, pueden aparecer varios condicionantes
adicionales que impidan la viabilidad de D=3. La tunica alternativa es-
tandar es una superficie estandar de dimensién D=2, por ejemplo la su-
perficie de una «magnolia» esférica con una parte central sin hojas y en-
trelazada de ramas. Esta es la razén por la cual Horn (1971), que se limita
a la geometria estidndar, contempla las dos posibilidades, D=3 y D=2.
Sin embargo, D =2 no ofrece ventajas claras; de hecho, para terminar en
una magnolia esférica, las ramas deben ajustarse a unas leyes muy espe-
ciales.

Por otra parte, los fractales amplian muchisimo la libertad de disefio
del «arquitecto de drboles». En primer lugar, las superficies varias veces
festoneadas de muchos drboles grandes pueden representarse por medio
de fractales escalantes de dimensién D comprendida entre 2 y 3, y este
valor de D puede servir para caracterizarlas. Nos vienen también a la
mente el brécol y la coliflor, aunque plantean un problema distinto, sobre
el que enseguida volveremos. Y se puede pensar en plantas trepadoras de
dimensién inferior a 2 (y conjeturar que los bonsais de «armoniosidad»
bien lograda son también fractales de D<3).

EL vaLOR A=2. La cita inicial de Leonardo da Vinci no vale para los
pulmones (A=3) ni para las arterias (A=2,7). Pero la anatomia de las
plantas es distinta de la humana. El valor A=2 se basa en la imagen men-
tal de los arboles como haces de vasos no ramificados de didmetro fijo
que enlazan las raices con las hojas y ocupan una parte proporcional de la
seccion recta de cada rama. Segin Zimmermann, los trabajadores ]apo—
neses llaman a esta representacion «modelo de cafieria».

MEeDipA DE A. La evidencia empirica resulta ser asombrosamente es-
casa e indirecta. Murray (1927, citado en Thompson, 1917) encuentra
por via empirica que el peso de la rama es proporcional a (didmetro de la
rama)¥, con M ~2,5, pero en mi opinién su M es mayor que eso. Afirma
que M=A, pero seglin mis propios analisis tendria que ser M=2+ A/D.
Para D=3, el valor de Leonardo, A=2 corresponderia a M ~2,66, mien-
tras que M ~2,5 daria A=1,5. Recientemente, el prof. McMahon tuvo la
amabilidad de pasarme los datos referentes a tres «arboles de McMahon»
empleados en el articulo de McMahon y Kronauer (1976) y los he anali-
zado. Escribiendo x por d,/d e y por d,/d, buscariamos un valor de A tal
que X=x" e Y=y" cayeran sobre la linea X+ Y =1. Desgraciadamente, el
error experimental es muy grande para cada A y la estimacién del valor
de este parametro resulta poco fiable. De nuevo, no queda descartado el
valor A=2, pero se sugiere un valor ligeramente inferior. Por el mo-
mento, la conclusién segura es que A=2 es una aproximacion razona-
ble, aunque la arquitectura del drbol se inclina ligeramente por el lado
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conservador, con unas ramas hijas mas delgadas de lo que seria necesa-
rio.

COROLARIOS DE D=3 y A=2. Un primer corolario es que el area de las
hojas soportadas por una rama es proporcional tanto al volumen de la
rama como al drea de su seccién recta. Esta inferencia es empiricamente
correcta y se debe a Huber (1928).

Otro corolario es que el cociente (altura del drbol)¥/(didmetro del
tronco) es constante para cada especie y es igual al cociente (escala lineal
del volumen de drenaje de una rama)*/(diametro de la rama)’. Se podria
esperar también que dicho cociente varie relativamente poco de unas es-
pecies a otras, Notese que la fuerza del viento sobre un drbol desnudo, o
sobre un 4rbol con hojas, es aproximadamente proporcional al drea de las
ramas, o de las ramas y las hojas, respectivamente. Y también es propor-
cional, en este modelo, al cubo de la altura. La resistencia del tronco, por
su parte, es proporcional al (didmetro)?. Esto sugiere que la proporciona-
lidad de ambas cantidades es un factor de seguridad.

En un 4rbol tipo magnolia con A=2 y D=2, el cociente (altura)?/(dia-
metro del tronco)? es constante. Y, en general, la razon (altura)” /(didme-
tro del tronco)® es constante.

DIGRESION SOBRE LOS HUESOS DE LAS PIERNAS. La relacion entre la al-
tura y el didmetro caracteristica de los arboles con D=3 y A=2 vale tam-
bién para los esqueletos de los animales, siendo d el didmetro de los hue-
SOS que soportan mas peso.

El cambio de escala eldstico de Greenhill

Mientras los drboles pulmonar y vascular tienen un soporte externo,
la mayoria de plantas se sostienen por si mismas. Greenhill (citado en
Thompson, 1961) introduce en este lugar el concepto de semejanza elds-
tica, en oposicion a la geométrica. La idea de la semejanza eldstica esta-
tica consiste en que un arbol tiene que limitar su altura global a una frac-
cion fija de la altura critica de combadura de un cilindro uniforme con el
mismo didmetro basal que soporta su propio peso. Esta condicion da pre-
cisamente los mismos resultados que los fractales con D=3 y A=2. Por
tanto, un 4rbol segtin el «modelo de cafieria» con hojas que llenan un do-
minio espacial no se combara.

McMahon y Kronauer (1976) contindan la idea de Greenhill intro-
duciendo la semejanza eldstica dindmica, y recuperan el mismo resul-
tado. '
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Plantas con D=A<3

En algunas plantas el tallo, ademds de sostener el peso y transportar la
savia, también sirve para almacenar nutrientes. En tal caso, y aun cuando
el sistema vascular siga el «modelo de caiieria», el valor A=2 no tiene
por qué ser necesariamente bueno.

Un ejemplo en el que las puntas de las ramas forman una «magnolia»
no estdndar con D<3 y A=D lo podemos ver en la 1amina 233 (se trata
de una proyeccion plana que muestra D—1 y A—1). Se observa que la
forma geométrica de coliflor presenta oclusiones... exactamente igual
que las coliflores de verdad. ;Se trata de una simple coincidencia? No
hace falta sobrecargar el mensaje genético con caracteristicas predeter-
minadas por la geometria.

Mds acerca de la geometria del cerebro

Cuando discutiamos acerca de la geometria del cerebro en el capitulo
12, no teniamos en cuenta la red de axones que interconectan las distintas
partes. En el caso del cerebelo, los axones conectan la superficie con el
exterior y nos encontramos con una superficie de materia gris que en-
vuelve un arbol de materia blanca. Revisé los argumentos del capitulo 12
para incorporar este drbol y encontré que los términos correctivos resul-
tantes en la relacién 4rea-volumen permitian un mejor ajuste a los datos
empiricos. Pero esto es algo demasiado extenso para explicarlo aqui.

RAMIFICACION DE LAS NEURONAS. Las células de Purkinje del cerebelo de
los mamiferos son practicamente planas, y sus dendritas forman un laberinto
que recubre un dominio plano. Al pasar de los mamiferos a la paloma, el la-
garto, la rana y el pez, la eficacia de este recubrimiento disminuye (Llinas,
1969). Seria bonito que esto correspondiera a una disminucién de D, pero la
idea de que las neuronas son fractales no pasa de ser una conjetura.

LA LEY DE RALL. Rall (1959) observa que los drboles neuronales que
conservan la cantidad d* con A=1,5 son eléctricamente equivalentes a ci-
lindros, y por tanto especialmente dignos de estudio. Para mas detalles
véase Jack et al. (1975).

¢ Qué anchura tiene el Missouri?

Pasemos ahora a los rios. A pesar de su importancia conceptual, mi
modelo «estilo Peano» del capitulo 7 no pasa de ser una primera aproxi-
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macién. Una consecuencia es que la anchura de los rios es nula, cuando
sabemos que en realidad no es asi.

Una cuestion empirica importante es saber si en todas las bifurcacio-
nes de los rios el exponente diametral A es el mismo. Y si éste estd efecti-
vamente definido, la cuestion siguiente es saber si 2—A=0 0 >0. No sé de
ninguna comprobacién directa, pero la descarga de un rio, Q, se conserva
en las bifurcaciones, y por tanto podria hacer el papel de d*. Maddock
(véase Leopold, 1962) encuentra que d ~0Q'’?, con lo que A=2. Ademds,
la profundidad de un rio es proporcional a Q™*, y la velocidad es propor-
cional a Q*'. Sumando debidamente los exponentes, 0,5+ 0,4+0,1=1.

En los afos treinta, G. Lacey observé que A=2 vale también para los
canales de regadio estabilizados de la India, que plantean un problema hi-
draulico bien definido. Es de esperar, pues, que exista una explicacion ba-
sada en la mecdnica de fluidos con un papel andlogo al que tenia la de
Murray para el pulmon.

A =2 tiene una consecuencia interesante. Si se representan los rios de
un mapa por medio de cintas que tengan una anchura relativa correcta, es
imposible adivinar la escala del mapa a partir de la forma del arbol flu-
vial. (También es imposible en el caso de los meandros, pero esta es otra
historia.)

Aquellos que crean que Leonardo ya lo sabia todo interpretardn el A=
2 que sigue a la cita que abre este capitulo como: «Todos los ramales de
una corriente de agua en un estadio cualquiera de su curso, y suponiendo
que todos ellos tengan la misma velocidad, son iguales al cuerpo de la co-
rriente principal».
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F1G. 233.  Modelos fractales planos de inflorescencias

Escojamos una magnolia de entre las de la lamina 221, con 6 <, y sustitu-
yamos cada barra por un tridngulo isésceles que lo tenga como lado, siendo
1/2 8 y -8 los dngulos en los extremos de dicha barra. Como 6 es el menor
valor para el que el drbol no presenta autosolapamiento, los tallos triangulares
engrosados tampoco se solapardn y rellenardn el «interior» de la magnolia.
Para mayor claridad, se ha recortado ligeramente uno de los lados de todos los
tridngulos que forman una de las figuras.

Notese que las ramas se hacen mas y mas finas a medida que D se acerca a 1
0 2, esto es, a medida que la D de la figura espacial se acerca a 2 o 3. { Correspon-
den realmente los valores de D observados a las ramas mds gruesas posibles?
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FiGs. 234 y 235, Bronguios iterativos que recubren un dominio plano.

LAMINA 235. En la iteracién de Koch, cada segmento rectilineo de una
aproximacion finita se rompe al final en pedacitos mas cortos. En muchas apli-
caciones es Gtil generalizar este procedimiento dejando que algunos segmentos
sean «estériles», de manera que no sufran modificaciones en estadios posterio-
res. '

Aqui hemos usado este procedimiento para hacer crecer un «drbol». Se
empieza con un tronco cuyos lados son estériles y que tiene un «brote» fértil.
Este genera dos «ramas» en las que, como antes, s6lo hay dos «brotes» tértiles
en los extremos. Y asi sucesiva e indefinidamente. El crecimiento es asimé-
trico para asegurarnos de que el drbol cubre una regién plana aproximada-
mente rectangular, sin huecos ni solapamientos. Sin embargo, el autocontacto
asinttico es inevitable, y cualquier punto de la corteza puede ser obtenido
también como el limite de la punta de alguna rama.

Los «subdrboles» que se obtendrian partiendo de las dos ramas principales
son semejantes al drbol entero, con dos razones de semejanza, r, y r,. Pero el
arbol no es autosemejante, porque ademas de los dos subdrboles tiene el
tronco. Por otra parte, el conjunto limite de las puntas de las ramas es autose-
mejante. De los pies de figura de las 1dminas 85-86, la dimension de semejanza
es la D que satisface la ecuacién r,?+r,”=1. En la figura superior de la La-
mina 235, las puntas casi llenan el plano y 2- D es pequefio. En la figura infe-
rior, en cambio, D es muy inferior a 2.

Incidentalmente, si la razén didmetro/longitud estd fijada de antemano, la
codimension 3-D de una figura espacial es menor que la codimensién 2- D de
su reduccion plana.
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LAMINA 234, Esta figura compuesta se ha obtenido de una construccidn de
Koch en drbol en la que el generador cambia a cada paso, de modo que la ra-
z6n anchura/longitud vaya disminuyendo hasta anularse. En la parte izquierda
de la figura, dicha razén disminuye mds aprisa que en la parte derecha. La
consecuencia de ello es que las puntas de las ramas ya no forman un conjunto
autosemejante. Sin embargo, se obtiene D=2 para las puntas. Es una nueva
manera de conseguir el mismo objetivo que en el capitulo 15.
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18
Los fractales autoinversos, las redes apolonianas
y el jabon

El grueso de este ensayo estd dedicado a fractales que, o bien son to-
talmente invariantes por transformaciones de semejanza, o son por lo me-
nos «casi» autosemejantes. A consecuencia de ello, el lector puede ha-
berse formado la idea de que el concepto de fractal estd casado con la
autosemejanza. Esto no es asi, ni muchisimo menos, pero la geometria
fractal debe empezar tratando los homodlogos fractales de las rectas... o,
por asf llamarlos, de los «fractales lineales».

En los capitulos 18 y 19 se avanza un paso mds. Se esbozan las pro-
piedades de los fractales que son, respectivamente, conjuntos minimos
invariantes por inversion geométrica y fronteras de los conjuntos acota-
dos maximos invariantes bajo ciertas transformaciones cuadraticas.

Ambas familias difieren de los fractales autosemejantes en aspectos
fundamentales. Unas transformaciones lineales adecuadas dejan inva-
riantes los fractales escalantes, pero para generarlas hay que dar primero
un generador y unas reglas de construccién. Por otra parte, el hecho de
que un fractal sea «generado» por una transformacién no lineal basta a
veces para determinar, y por tanto generar, su forma. Mds atn, muchos
fractales no lineales son acotados, esto es, llevan ya incorporado un corte
superior n<eo. Aquellos que encuentren objetable Q=co, deberian sentirse
encantados con su desaparicion.

Los primeras fractales autoinversos fueron introducidos hacia la dé-
cada de 1880 por Poincaré y Felix Klein, no mucho después de que
Weierstrass descubriera una funcién continua y no diferenciable, aproxi-
madamente hacia la misma época en que aparecieron los conjuntos de
Cantor, y bastante antes que las curvas de Peano y de Koch y toda su es-
tirpe escalante. Lo irénico del caso es que los fractales escalantes encon-
traron un nicho duradero como material para contracjemplos famosos y
juegos matemaéticos, mientras que los fractales autoinversos se convirtie-
ron en un tema especial de las funciones automorficas. Esta teoria fue
abandonada durante cierto tiempo y luego resurgié en forma muy abs-
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tracta. Una de las razones de que los fractales autoinversos casi cayeran
cn el olvido es que su forma no ha sido explorada hasta este capitulo, en
¢l que se presenta un nuevo método de construccidn efectiva.

La dltima seccién del capitulo aborda un problema de fisica, cuyo
protagonista resulta ser un fractal autoinverso.

lorma biolégica y «simplicidad»

Como se verd, muchos fractales no lineales «parecen orgdnicos», y de
ahi este aparte relacionado con la biologia. Como las formas en biologia
son a menudo muy complejas, podria parecer que los programas que co-
difican dichas formas son a su vez muy largos. Cuando la complicacién
parece no tener objeto alguno (como suele ser el caso en criaturas sim-
ples), resulta paraddjico que los programas generadores no estén simpli-
ficados, dejando lugar para instrucciones ttiles.

Sin embargo, las complicaciones en cuestion tienen a menudo una es-
tructura muy repetitiva. Recordemos que al tinal del capitulo 6 deciamos
que una curva de Koch no debe considerarse ni irregular ni complicada,
por cuanto las reglas que rigen su construccion son sistematicas y sim-
ples. La clave esta en que dichas reglas se apliquen una y otra vez, en pe-
riodos sucesivos. En el capitulo 17 se generaliza esta idea a la precodifi-
cacidn de la estructura del pulmén.

En los capitulos 18 y 19 vamos mucho mds alld y nos encontramos
con algunos fractales generados mediante reglas no lineales que nos re-
cuerdan ciertos insectos o cefalépodos, y con otras que nos recuerdan
ciertas plantas. La paradoja queda asi destruida, dejando pendiente una
tarea increiblemente 4rdua de aplicacion practica.

La inversion geométrica estdandar

La figura mas simple de la geometria euclidea, después de la recta, es
la circunferencia. La propiedad de ser una circunferencia se conserva por
las transformaciones de semejanza y también por las de inversién. Como
muchos estudiosos no han oido hablar de la inversién desde sus tltimos
afios en el instituto, vale la pena dedicar algin tiempo a resumir sus pro-
piedades fundamentales. Dada una circunferencia C de centro O y radio
R, la inversién con respecto a C transforma un punto P en otro P’ tal que
Py P’ estdn en una misma semirrecta con origen en O, y las distancias
IOP! y IOP’| cumplen IOP! |OP’1= R Las imdgenes por inversién de las
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circunferencias que pasan por O son lineas rectas que no pasan por O, y
viceversa (véase mds abajo). Las circunferencias que no pasan por O se
transforman en circunferencias (tercera figura inferior). Las circunferen-
cias ortogonales a C son invariantes por inversion con respecto a C
(cuarta figura).

Constderemos ahora tres circunferencias a la vez, C,, C, y C;. Nor-
malmente, por ejemplo en el caso en que los discos abiertos limitados
por las C,, na se solapan, existe una circunferencia r ortogonal a todas las
C,, (arriba). Si esta r existe, es simultdneamente autoinversa con respecto
a todas las C,,.

Los resultados sencillos anteriores son casi todo lo que la geometria
estdndar nos puede decir acerca de los conjuntos autoinversos. Otros
conjuntos autoinversos son fractales, y la mayoria son cualquier cosa me-
nos sencillos.

EL GENERADOR. CONJUNTOS AUTOINVERSOS. Como de costumbre, par-
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tiremos de un generador, que ahora estard formado por un cierto niimero
M de circunferencias C,,. Las transformaciones consistentes en una suce-
sién de inversiones con respecto a estas circunferencias constituyen lo
que los algebristas llaman el grupo generado por dichas inversiones; lla-
mémosle G. La expresion formal para designar un «conjunto autoin-
Verso» es «conjunto invariante bajo las transformaciones del grupo G».

SEMILLAS Y CLANES. Tomese un conjunto cualquiera S (al que llama-
remos semilla) y aflddansele sus imagenes por todas las transformaciones
de G. El resultado, al que aqui llamaremos clan de S, es autoinverso. A
veces, sin embargo, es un conjunto trivial. Por ejemplo, si S es ¢l plano
completo R’(el plano R mis el punto del infinito), el clan de S es idéntico
aR'=S.

GRUPOS DE INVERSION CAQTICOS. Ademds, dado un grupo G generado
por un cierto nimero de inversiones, podria darse el caso de que el clan
de cualquier S recubriera el plano. En tal caso, el tinico conjunto autoin-
verso es todo el plano. Por razones que se comprenderdn en el capitulo
20, propongo llamar cadticos a tales grupos. Los grupos no cadticos son
debidos a Poincaré, aunque se denominan kleinianos: Poincaré habia
atribuido a L. Fuchs cierto trabajo de Klein y éste protestd, por lo que
Poincaré le prometié dar €l nombre de Klein a su siguiente gran descu-
brimiento, jy asi lo hizo!

Limitdndonos aqui a los grupos no cadticos, estudiamos primero tres
fractales autoinversos distinguidos por Poincaré, luego un cuarto con-
junto cuya historia es un tanto incierta y por fin otro cuya importancia
descubri yo.

Teselacion hiperbdlica o embaldosado

Pocos admiradores de Maurits Escher saben que su célebre inspira-
cién de dibujante procede a menudo directamente de matematicos y fisi-
cos «desconocidos» (Coxeter, 1979). En muchos casos Escher no ha
hecho més que adornar teselaciones autoinversas conocidas por Poincaré
y extensamente ilustradas en Fricke y Klein (1897).

Estos conjuntos, que denotaremos por J, se obtienen reuniendo los
clanes de las circunferencias C,,,.

{1 Si se supone que G es no cadtico, el complementario de la reunién
de los clanes de los C,, es una coleccién de poligonos circulares que lla-
maremos «baldosas abiertas». Una baldosa abierta (o su adherencia) se
puede transformar en otra baldosa abierta (o cerrada) por una sucesién de
inversiones de G. En otras palabras, el clan de cualquier baldosa cerrada
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es R Y lo que es mds importante, el clan de cualquier baldosa abierta es
el complementario de J. Y J es, por asi decirlo, la «linea de yeso» de es-
tas baldosas. R* es autoinverso, y J y su complementario lo son también,
y comportan un «embaldosado hiperbélico» o «teselacién» de R*. (Esta
palabra viene del latin tessera = cuadrado, que a su vez procede del
griego TeGoOpES=cuatro, aunque nuestras baldosas pueden tener cual-
quier nimero de lados mayor que 2.) En los grabados de Escher cada bal-
dosa es un dibujo imaginario. 1

El conjunto limite de un grupo de inversion
8

El conjunto autoinverso mds interesante es el menor de todos. Se de-
nomina conjunto limite y lo denotaremos por L, porque es también el
conjunto de puntos limite de las imagenes iteradas de cualquier punto
inicial por transformaciones del grupo G. Estd contenido en el clan de
cualquier semilla S. Para precisar mds una cuestién técnica: es el con-
junto de los puntos Iimite que no pueden alcanzarse también por un nu-
mero finito de inversiones. O intuitivamente, es la region en la que se
concentran los descendientes infinitesimales.

Puede ser que L se reduzca a un punto o a un circulo, pero en general
es un conjunto fractal irregular y/o fragmentado.

0 En una teselacién L aparece como el «conjunto de las baldosas infi-
nitesimales». En relacion a las partes finitas de la teselacion juega un pa-
pel andlogo al de las puntas de las ramas (capitulo 16) con respecto a las
ramas. Aunque aqui la situaciéon es mas simple: al igual que L, 1a tesela-
cién J es también autoinversa sin residuo. I

Redes y tamices apolonianos

Diremos que un conjunto es apoloniano cuando consista en una infi-
nidad de circunferencias junto con sus puntos limite. En este caso su con-
dicién de fractal se debe sélo a su fragmentacion. Este caso se compren-
di6 ya (aunque de una manera un tanto difusa) en los inicios histéricos
del tema.

Primero construiremos un ejemplo basico y luego demostraremos que
es autoinverso. Apolonio de Pérgamo fue un gran matematico de la es-
cuela de Alejandr{a hacia el afio 200 a. de C., seguidor de Euclides, que
descubrié un algoritmo para trazar las cinco circunferencias tangentes a
otras tres dadas. Cuando éstas son mutuamente tangentes, el nimero de
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circunferencias apolonianas se reduce a dos. Como enseguida veremos,
no se pierde generalidad suponiendo que dos de las tres circunferencias
dadas son exteriores y estin contenidas en la tercera, a la manera si-
guiente:

Estas tres circunferencias definen dos tridngulos circulares con dngu-
los de 0° y las dos circunferencias apolonianas son las circunferencias
mdéximas inscritas en ellos:

El resultado de 1a construccién apoloniana son cinco circunferencias,
tres dadas y dos apolonianas, que a su vez definen seis tridngulos circula-
res. A continuacidn repetimos la operacion, trazando la circunferencia
inscrita maxima para cada tridngulo. La iteracién indefinida de este pro-
cedimiento es lo que se conoce como relleno apoloniano. El conjunto
consistente en la coleccién infinita de circunferencias y puntos limite
constituye el conjunto que yo denomino red apoloniana. Y una porcién
de la misma contenida en un tridngulo circular, como en la figura de la
derecha, constituye lo que llamaré tamiz apoloniano.

Si se cambia una de las circuntferencias apolonianas de la primera ge-
neracion por cualquier otra de las circunferencias interiores dadas, el
conjunto limite no varia. J Si se cambia dicha circunferencia por la cir-
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cunferencia exterior, la construccion empieza con tres circunferencias
tangentes exteriores y una de las circunferencias apolonianas de la pri-
mera generacion es la menor circunferencia circunscrita a las tres dadas.
Aparte de este paso atipico, la construccidn sigue como en el caso ante-
rior, cosa que demuestra que, como deciamos, no se pierde generalidad 1.

RELLENO DE LEIBNIZ. El retleno apoloniano recuerda una construccion
que yo denomino relleno de Leibniz de una circunferencia, pues Leibniz
lo describié en una carta a de Brosses: «Imaginemos una circunferencia,
inscribamos en ella tres circunferencias congruentes entre si y de radio
maximo; procedamos del mismo modo con el interior de cada una de es-
tas circunferencias, e imaginemos que el proceso sigue indefinida-
mente...»

Las redes apolonianas son autoinversas

Volvamos ahora al principio de la construccién de la red apoloniana:
tres circunferencias tangentes entre si. Afiaddmosle una cualquiera de las
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circunferencias apolonianas correspondientes y llamemos circunferen-
cias I' a las 4 circunferencias escogidas. Las representamos en trazo

grueso.

Con estas circunferencias I' se pueden formar 4 combinaciones de
tres elementos, que llamaremos tripletes. Cada uno de éstos determina
una circunferencia simultdneamente ortogonal a las 3 que lo forman. To-
maremos ahora como generador estas nuevas circunferencias, que desig-
naremos C,, C,, C; y C,, (el diagrama siguiente las representa en trazo
fino). Designaremos por I';; 1a T circunferencia ortogonal a C;, C; y C,.

Esta notacion tan pesada se ve por fin recompensada: como se puede
ver fdcilmente, el menor conjunto (cerrado) autoinverso con respecto a
las cuatro circunferencias C,, es la red apoloniana construida a partir
de las cuatro circunferencias I'. Curiosamente, esta observacion no se en-
cuentra explicitamente formulada en la literatura, aunque seguramente es
bastante conocida.

Un examen mds cuidadoso muestra que cada circunferencia de la red
se transforma en una de las circunferencias I” por la accién de una inica
sucesion de inversiones con respecto a las circunferencias C. Por tanto,
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las circunferencias de la red apoloniana se pueden clasificar en cuatro
clanes, y la descendencia de I'; se denotard por GT,.

Tejiendo con un solo hilo

El tamiz apoloniano y el de Sierpinski de la lamina 204 tienen un
rasgo comun importante: el complementario de un tamiz de Sierpinski es
una reunion de tridngulos, o un o-tridngulo, y el complementario de una
red o tamiz apoloniano es una reunion de discos, o un o-disco.

Pero ya sabemos que el tamiz de Sierpinski admite una construc-
cion alternativa por el método de Koch, cuyas aproximaciones finitas
son terdgonos (lineas quebradas) sin autocontactos, y los puntos do-
bles no aparecen hasta que se pasa al limite. En consecuencia, el tamiz
de Sierpinski se puede dibujar sin levantar el l4piz del papel, pasando
dos veces por algunos puntos, pero sin repasar ningin trozo finito de
linea.

O usando una metdfora, jel tamiz de Sierpinski se puede tejer con un
solo trozo de hilo! .

Y lo mismo vale para la red apoloniana.

Cuscadas no autosemejantes y evaluacion de la dimension

Los tridngulos circulares del relleno apoloniano no son semejantes
entre si, por lo que la cascada apoloniana no es autosemejante y la red
apoloniana no es un conjunto escalante. Hay que recurrir pues a la defini-
cién de D de Hausdorff Besicovitch (como exponente que interviene en
la definicion de la medida), que se puede aplicar a cualquier conjunto,
aunque su determinacién resulte ser sorprendentemente dificil. Por el
momento (Boyd, 1973a,b) lo méas que podemos decir es que

1,300197<D<1,314534,

si bien los tltimos experimentos numéricos de Boyd (no publicados atn)
dan D~1,3058. '

En cualquier caso, como D es una fraccion y D=1, el tamiz o red
apoloniana es una curva fractal. En el contexto que nos ocupa, D nos da
una medida de la fragmentacién. Si «eliminamos», por ejemplo, los dis-
cos de radio menor que €, los intersticios que quedan tienen un perimetro
proporcional a €' P y una superficie proporcional a €272

247



L en las cadenas de Poincaré no fuchsianas

Las inversiones con respecto a configuraciones no tan especiales de
las circunferencias generatrices C, dan otras fractales autoinversas no tan
simples como la red apoloniana. Una construccidn practica mia, que pre-
sentaré dentro de un momento, nos da una caracterizacion conveniente
de L en la mayoria de casos, y constituye un gran avance respecto al mé-
“todo anterior, debido a Poincaré y Klein, que es intrincado y converge
lentamente.

Sin embargo, como el método antiguo conserva su interés, lo vamos a
ver aplicado a un caso especial. Supongamos que los C,, forman una con-
figuracion, que podemos llamar cadena de Poincaré, consistente en M
circulos C,, numerados ciclicamente, de modo que C,, es tangente a C,
y a C,,, (mddulo M) y no corta ningtin otro circulo de la cadena. En este
caso L es una curva que divide el plano en dos partes, una interior y otra
exterior. (En homenaje a Camille Jordan, que fue el primero en perca-
tarse de que no es obvio que el plano pueda ser asi dividido por un solo
circuito, tales circuitos se llaman curvas de Jordan.)

Si todos los C,, son ortogonales al mismo circulo I', L coincide idénti-
camente con I'. Este caso, que se denomina fuchsiano, no se considera en
este capitulo,

METODO DE POINCARE PARA LA CONSTRUCCION DE L. Describiremos ex-
haustivamente la construccién de L, segin el método habitual y segiin mi

método alternativo, para la siguiente cadena especial con M=4:
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Para determinar L, Poincaré, ademds de Fricke y Klein (1897), sustitu-
yen la cadena original por cadenas formadas por un ndmero cada vez ma-
yor de eslabones cada vez mds pequefios. En el primer paso se sustituye
cada eslabdn C; por los inversos respecto a C, de los restantes eslabones
C,, con lo que se crean M(M— 1)= 12 eslabones mds pequeiios. Estos pue-
den verse en la columna de al lado, sobreimpresos en un negativo fotogra-
fico (gris) de los eslabones originales. A partir de ahi, cada etapa consiste
en tomar la cadena inicial correspondiente e invertirla respecto de cada
uno de fos C,, originales. Aqui se muestran varios de estos pasos, en ne-
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gro, superpuestos al paso anterior correspondiente, en blanco sobre fondo
gris. Al final, 1a cadena se hace cada vez mas fina y tiende a L, que es un hilo.

Por desgracia, después de un ndmero bastante grande de pasos, algu-
nos eslabones siguen teniendo un tamano considerable, e incluso cadenas
aproximadas bastante avanzadas dan una idea bastante mala de L. La 1a-
mina 257 sirve para ejemplificar esta horrenda dificultad.

El concepto de osculacion fractal

En mi construccién de L interviene un nuevo concepto fractal de os-
culacion que generaliza una faceta obvia del caso apoloniano.

OSCULACION ESTANDAR. Este concepto estd relacionado con el de cur-
vatura. En primer orden, una curva estandar cerca de un punto regular P
es aproximada por la recta tangente. En segundo orden es aproximada
por la circunferencia osculatriz, esto es, la que tiene la misma tangente y
la misma curvatura.

Un pardmetro conveniente, u, para distinguir las distintas circunferen-
cias tangentes a una curva en P es la inversa de la distancia (arbitrariamente
orientada) de P al centro de dicha circunferencia. Si u,, es el pardmetro co-
rrespondiente a la circunferencia osculatriz y u <u,, entonces una pequeria
parte de la curva centrada en P queda totalmente a un lado de la circunfe-
rencia tangente, mientras que si u > u,, queda totalmente al otro lado.

Este u, es lo que los fisicos llaman valor critico y los matemdticos
cortadura. Y luyl define la «curvatura» local.

OSCULACION FRACTAL GLOBAL. En el caso de la red apoloniana, carece
de sentido definir la osculacién por medio de la curvatura. Sin embargo,
es obvio que en cada punto de la red donde se produce la tangencia de
dos circunferencias de relleno, éstas «abarcan» el resto de L. Resulta,
pues, tentador llamarlas osculatrices a ambas.

Para generalizar este concepto a conjuntos L no apolonianos, tomemos
un punto en que L tenga tangente y empecemos con la definicién de la os-
culacion ordinaria basada en el comportamiento critico (= cortadura). La
novedad ahora es que, al variar u de —oa+ o, en vez de tener un Unico #,
critico tenemos dos, 1’ y u”’ >u’, definidos del modo siguiente: para todo
u<u’, L queda completamente a un lado de la circunferencia, mientras que
para u<u’, queda completamente al otro lado, y para u’ <u<u’ hay partes
de L a ambos lados de la circunferencia. Sugiero denominar fractalmente
osculatrices a las circunferencias de pardmetros u’ y u”.

Cada circunferencia delimita dos discos abiertos (uno de los cuales
contiene el centro y el otro el punto del infinito). Los discos abiertos li-
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mitados por las circunferencias osculatrices y que no contienen L se 1la-
maréan discos osculadores.

Puede darse el caso de que una o las dos circunferencias osculatrices
degeneren en un punto.

LOCAL FRENTE A GLOBAL. Volviendo a la osculacion estandar, observa-
mos que se trata de un concepto local, pues su definicién no depende de
la forma de la curva lejos de P. Dicho de otro modo, la curva, la tangen-
te y la circunterencia osculatriz pueden cortarse en otros puntos ademas de
P. Por contra, la definicién anterior de osculacién fractal es global, aun-
que esta distincion no es crucial. La osculacion fractal se podria redefinir
localmente, con el correspondiente desdoblamiento de la «curvatura» en
2 nameros. Sin embargo, en la aplicacion que nos ocupa, la osculacion
local y la global coinciden.

TRIANGULOS OSCULADORES. [ La osculacion fractal global tiene un
andlogo en un contexto que nos es familiar. Para definir el interior de
nuestro viejo amigo el copo de nieve de Koch como un sigma-tridngulo
(o-tridngulo), basta con que los lados de los tridngulos que se van colo-
cando en cada nuevo paso de la ldmina 70 se prolonguen tanto como sea
posible sin intersecar la curva copo de nieve. 1

o-discos que osculan L

La clave de mi nuevo método de construccién de L, que nos ahorra
los inconvenientes citados en la pag. 248, reside en los discos y los o-dis-
cos osculadores. Este método se ilustra aqui por vez primera (jaunque
fue anticipado en 1980, en The 1981 Springer Mathematical Calendar?).
La clave estd en tomar las inversas, no de las circunferencias C,, sino de
algunas de las I';;, que (como se establece en la definicion de la pdgina
171) son ortogonales a los tripletes C;, C; y C,. De nuevo, supondremos
que las I';; no se reducen a una tnica I'.

RESTRICCION A M =4. La suposicidon M =4 nos garantiza que, para
cada triplete i, j, k, uno de los dos discos abiertos limitados por I';;—a sa-
ber, su tnterior o su exterior—no contiene ninguno de los puntos v, defi-
nidos en la pagina 248. Denotaremos por A este disco sin puntos.

Mi construccion de L se basa en las siguientes observaciones: todo A,
sin puntos oscula L, y lo mismo ocurre con sus inversos de érdenes sucesi-
vos con respecto a las circunferencias C,, y los clanes construidos to-
mando como semillas los A, recubren todo el plano excepto la curva L.

En la ldmina 255 se parte de la misma cadena de Poincaré que en la pa-

gina 248, dibujada a una escala mayor. Como suele ocurrir en la mayoria
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de casos, en el primer paso ya se perfila L con bastante precision. En pasos
posteriores, la produccién de nuevos detalles es muy «eficiente», y después
de unos pocos pasos més se puede interpolar mentalmente la forma de la
curva L sin el peligro de error que se da en el método de Poincaré.

Generalizaciones

CADENAS DE CINCO O MAS ESLABONES. Si el nimero original de eslabo-
nes de una cadena de Poincaré es M >4, mi nuevo método de construccidn
de L precisa de una accion adicional, que empieza por clasificar las cir-
cunferencias I" en 2 montones. Los dos discos abiertos limitados por las
circunferencias I" de una de las clases contienen al menos un punto v,,,; en
consecuencia, A, no estd definido. Esas circunferencias I" cortan la curva
L en vez de oscularla, pero no son necesarias para su construccion.

Las restantes circunferencias T, definen discos osculadores A, que
se pueden distinguir en dos clases. Si se renen los clanes de los A de la
primera clase, se representa el interior de L, y si se hace lo mismo con los
clanes de los A, de la segunda clase, se obtiene el exterior.

Lo mismo vale para muchos otros casos (aunque no para todos) en los
que las C,, no forman una cadena de Poincaré.

CADENAS SOLAPANTES Y/0O DESMONTADAS. Cuando C,, y C, se cortan
en dos puntos Y',.. ¥ ¥ ... €l conjunto de los dos sustituye a y. Y cuando
C, y C, son disjuntas, es sustituido por los dos puntos mutuamente inver-
808, Y., ¥ Y, El criterio para identificar los A, es dificil de enunciar,
aunque la idea de fondo es la misma.

FRACTALES AUTOINVERSAS RAMIFICADAS. L puede presentar a la vez
propiedades tipicas de un circuito sinuoso (una curva de Jordan) y de una
red apoloniana, obteniéndose una curva fractalmente ramificada del tipo
de las estudiadas en el capitulo 14, aunque generalmente de una aparien-
cia mas barroca, como en la ldmina C7.

PoLVOS AUTOINVERSOS. Puede ocurrir también que L sea un polvo fractal.

El modelo apoloniano de los esmécticos

En esta seccion se esboza el papel que tienen los rellenos apolonianos
y la dimensién fractal en la descripcidn de una clase de «cristales liqui-
dos». Al hacerlo, echaremos una ojeada a una de los campos mds activos
de la fisica, la teoria de los puntos criticos, de los cuales tenemos un
ejemplo en el «punto» del diagrama presién-temperatura que describe las
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condiciones fisicas bajo las cuales pueden coexistir en equilibrio las tres
fases (solida, liquida y gaseosa) de un sistema fisico. Las caracteristicas
analiticas de un sistema en el entorno de un punto critico son escalantes,
y por tanto regidas por leyes potenciales, mas concretamente por expo-
nentes criticos (capitulo 36). Muchos de ellos resultan ser dimensiones
fractales, y aqui nos encontramos con ¢l primer ejemplo.

Como los cristales liquidos no son un campo demasiado conocido, los
describiremos parafraseando a Bragg (1934). Estas bellas y misteriosas
sustancias son liquidas en cuanto a movilidad y cristalinas en cuanto a
comportamiento ptico. Sus moléculas tienen una estructura relativamente
complicada, son largas y forman cadenas. Ciertas fases de un cristal 1i-
quido se llaman esmécticas, del griego ounyue, que significa jabdn, por-
que constituyen un modelo de sistema orgdnico de aspecto jabonoso. Un
cristal liquido esméctico estd formado por moléculas que se ordenan para-
lelamente una junto a otra como las espigas en un sembrado, de modo que
el espesor de una capa viene dado por la longitud de dichas moléculas. Las
capas u hojas resultantes son muy flexibles y fuertes, y si se las dobla tien-
den a enderezarse de nuevo. A bajas temperaturas se apilan de un modo re-
gular, como las hojas de un libro, formando un cristal sélido. Pero cuando
aumenta la temperatura las hojas pueden deslizarse facilmente unas res-
pecto a otras. Cada capa constituye un liquido bidimensional.

Tiene especial interés la estructura de cénicas focales. Dado un bloque de
cristal liquido, lo descomponemos en dos conjuntos de pirdmides, la mitad
de los cuales se asienta en una de dos caras opuestas del bloque, con los vér-
tices en la otra. Dentro de cada pirdmide, las capas de cristal liquido se plie-
gan formando conos muy puntiagudos. Todos ellos tienen el mismo vértice y
son aproximadamente rectos. A consecuencia de ello, sus bases son discos li-
mitados por circunferencias. El radio minimo € es el espesor de la capa de
cristal liquido. En el interior de un dominio espacial, como una pirdmide
cuadrangular, los discos que forman las bases de los conos estén distribuidos
sobre ]a base de la pirdmide. Para obtener una distribucién de equilibrio se
empieza inscribiendo en la base un disco de radio médximo. A continuacién
se inscriben discos con el radio méximo posible en cada uno de los cuatro
rincones restantes, y asi sucesivamente. Si fuera posible iterar esta operacién
indefinidamente, obtendriamos exactamente un relleno apoloniano.

Las propiedades fisicas de este modelo de jab6n dependen de la su-
perficie y el perimetro de la suma de los intersticios. Todo ello tiene que
ver con la dimensién fractal D de una especie de «negativo» fotografico,
el tamiz que no es penetrado por las moléculas de jabén. Para més deta-
lles sobre 1a fisica del problema, véase Bidaux, Boccara, Sarma, Séze, de
Gennes y Parodi (1973).
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FI1G. 255.  Un fractal autoinverso (construccion de Mandelbrot)

Esta tdmina ilustra la discusion de la pagina 251.

FiGURA sUPERIOR. En las cadenas de Poincaré con M =4, por lo menos uno
de los discos Ay, no es acotado, llamémosle A3, y se solapa con el disco Ay,
(Aqui A,,, tampoco es acotado, pero no tiene por qué ser siempre asi.) La reu-
nion de A ;3 Y Ay, en gris, nos da una primera aproximacion del exterior de L.
Es una situacion andloga a la aproximacion del exterior de la K de Koch por el
hexdgono regular convexo de la ldmina 71.

Los discos A,y ¥ A, se cortan y su reunién, en negro, nos da una primera
aproximacion del interior de K. Es una situacion parecida a la aproximacion
del interior de K por los dos tridngulos que forman la estrella regular de seis
puntas de la ldmina 71.

FIGURA CENTRAL. Una segunda aproximacion del exterior de L se obticne
afiadiendo a A, y Ay, sus inversos con respecto a C; y C,, respectivamente.
El resultado, en gris, es andlogo a la segunda aproximacion del exterior de K
en la ldmina 71.

La segunda aproximacién correspondiente al interior de L se obtiene afia-
diendo a A, y Ay, sus inversos con respecto a C, y C,, respectivamente. El
resultado, en hegro, e$ andlogo a la segunda aproximacién del interior de K en
la Iamina 71.

FIGURA INFERIOR. El exterior de L, en gris, es la reunién de los clanes de
A3 ¥ Ay, y suinterior, en negro, es la reunion de los clanes de Ay, y Ay, La
estructura fina del interior de L se ve en la parte inferior de la ldmina 257,
donde se parte de otra cadena de Poincaré distinta. Juntos, fos dominios abier-
tos en negro y en gris recubren todo el plano menos L.

254



255



Fic. 256. Fractal autohomogrdfico, cerca del limite de Peano

Para el matemadtico, el principal interés de los grupos generados por inver-
siones reside en su relacién con ciertos grupos de homograffas. Una homogra-
fia (también llamada transformacién bilineal o de Mobius) transforma el plano
complejo segin z— (az+b)/(cz+d), donde ad—bc=1. La homografia mas ge-
neral se puede descomponer en producto de una inversién, una simetria axial
(que es una inversion degenerada) y una rotacién. Por esta razén, en ausencia
de rotaciones, el estudio de las homografias aprovecha muchas cosas del estu-
dio de los grupos generados por inversiones. Aunque, claro estd, la introduc-
cion de las rotaciones enriquece mds el tema.

He aqui un ejemplo de conjunto limite L para un grupo de homografias. Lo
ide6é David Mumford en el curso de unas investigaciones inspiradas por los
nuevos resultados presentados en este capitulo, quien ha tenido la amabilidad
de permitir su publicacién aqui. Esta figura casi barre un dominio plano y pre-
senta extraordinarias analogfas y diferencias con la figura de la lamina 176.

Bajo condiciones muy generales T. Akaza, A. F. Beardon, R. Bowen, S. J.
Patterson y D. Sullivan han demostrado que el conjunto limite de un grupo de
homografias es un fractal. Véase Sullivan (1979).
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FiG. 257. Un célebre fractal autoinverso corregido
(construccion de Mandelbrot)

La figura superior izquierda es una reproduccién de la figura 156 de Fricke
y Klein (1897), que pretende (en mi terminologia) representar el fractal au-
toinverso generado por las cinco circunferencias que delimitan el dominio
central en negro. Esta figura ha sido ampliamente reproducida.

El contorno de la figura negra de la parte superior derecha muestra la ver-
dadera forma de dicho fractal, segiin mi construccién basada en los o-discos
osculadores. Como se ve, la discrepancia es horrorosa. Fricke ya sabia que L
contenia circulos, y dio a su delineante 1as instrucciones pertinentes, pero por
lo demas Fricke no tenfa idea de qué clase de figura irregular era de esperar.

El verdadero L contiene el contorno L de 1a figura dibujada en la parte in-
ferior izquierda empleando mi algoritmo. Este L” es el fractal autoinverso que
corresponde a las cuatro circunferencias generatrices que forman una cadena
de Poincaré. Es claro que las imdgenes de L* por otras inversiones estdn tam-
bién contenidas en L. En Mandelbrot (1982i) se comenta esta ldmina.
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19
Polvos de Cantor y de Fatou; dragones autocuadraticos

En este capitulo se abordan dos familias muy simples de transformacio-
nes y se investigan ciertos conjuntos fractales invariantes bajo dichas trans-
formaciones, las cuales pueden servir como generadores de los mismos.

En primer lugar, una transformacion quebrada de la recta real servird
para profundizar nuestra comprensién del polvo de Cantor. Quiza estas
observaciones hubieran podido incluirse en el capitulo 8, pero aqui se
apreciard mejor su valor.

En particular, nos servirdn para apreciar el efecto de las transforma-
ciones cuadrdticas, tanto reales como complejas, de la forma x—f" (x)=
=x,—~W, donde x y [t son niimeros reales, o z—f"(z) =z, |, donde z=x+
iy y |l son nimeros complejos.

El caso elemental =0 es geométricamente trivial, pero otros valores
de p llevan asociada una riqueza fractal extraordinaria, que en buena
parte fue revelada por vez primera en Mandelbrot (1980n).

Las figuras invariantes en cuestion se obtienen como subproducto del
estudio de la wteracion, esto es, de la aplicacién repetida de una de las
transformaciones anteriores. Denotaremos por x, 0 por z,, los valores ini-
ciales, mientras que x, o z, denotardn las imagenes respectivas después
de k iteraciones de la transformacién f~,

En lineas generales, se puede decir que la iteracién se estudi6 en
tres estadios. El primero, que se ocupaba del caso complejo, estuvo
dominado por Pierre Fatou (1878-1929) y por Gaston Julia (1893-
1978). Sus publicaciones son obras maestras del anélisis complejo cla-
sico, muy admiradas entre los matematicos, aunque demasiado difici-
les para tomarlas aqui como punto de partida. En mi trabajo, del que
este capitulo sélo es un esbozo muy conciso, se hacen intuitivos algu-
nos de sus hallazgos fundamentales, combinando anilisis, fisica y re-
presentacion grifica. Se pone asi de manifiesto una gran cantidad de
hechos nuevos.

El consiguiente resurgir de este campo de investigacién hace que las
propiedades de iteracion sean esenciales para la teorfa de los fractales. El
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hecho de que los resultados de Fatou-Julia no progresaran por si solos
hasta convertirse en el origen de esta teoria nos sugiere que incluso el
andlisis clasico necesita de la intuicién para avanzar, y que los ordenado-
res pueden ser utiles para este fin.

El estadio intermedio incluye los estudios de P. J. Myrberg sobre la
iteracion de aplicaciones cuadriticas reales (sobre R), por ejemplo Myr-
berg (1962), Stein y Ulam (1964), y Brolin (1965).

El estadio actual ignora en gran medida el pasado, y se concentra en
las aplicaciones de [0,1] en si mismo, como se estudia en Gurel y Rossler
(1979), Helleman (1980), Collet y Eckman (1980), Feigenbaum (1981),
y Hofstadter (1981). La ultima seccién de este capitulo se ocupa del ex-
ponente & de Grossmann y Thomae (1977) y Feigenbaum (1978): se de-
muestra que la existencia de & se sigue de una propiedad mds evidente
(fractal) de la iteracién en el plano complejo.

El polvo de Cantor se puede generar mediante
una transformacion no lineal

Ya sabemos desde el capitulo 8 que el polvo triddico de Cantor C es
invariante bajo transformaciones de semejanza con razones de proporcio-
nalidad de la forma 3*. Esta autosemejanza es una propiedad vital, aun-
que no basta para especificar C. En cambio, C esta determinado comple-
tamente como el mayor conjunto acotado invariante bajo la siguiente
transformacion no lineal en «V invertida»:

x=)={1/2-x-1/21}/r,conr=1/3.

Concretando mds, si dplicamos repetidas veces esta transformacion
del eje real en si mismo, con x, extendido sobre el eje x, los valores fina-
les se reducen a x=-co mds el polvo de Cantor C. Los puntos fijos x=0y
x=3/4 pertenecen a C.

ESBOZO DE UNA DEMOSTRACION DE LA INVARIANCIA DE C. Como para
x<0, filx)=3x, las iteraciones de todos los puntos x,<0 convergen direc-
tamente a—oo, esto es, sin dejar de cumplirse x, <0. Para los puntos x,> 1,
dicha convergencia directa va precedida por un paso preliminar, pues x, <
0 para todo k= 1. Para los puntos del hueco 1/3<x<?2/3 hacen falta 2 pa-
sos preliminares, puesto que x, >0, pero x, <0 para todo k=2. Los puntos
de los huecos 1/9<x<2/9 07/9<x<8/9 necesitan de 3 pasos prelimi-
nares. Y en general, si un intervalo estd acotado por un hueco que tiende
a —o después de k iteraciones, el tercio central (abierto) de dicho inter-
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valo tenderd directamente a—eo después de la (k+ 1)-ésima iteracion. Pero
resulta que, de rodos los puntos de C, ninguno converge hacia —o.

Finitud de la cota superior

Para extender estos resultados al polvo de Cantor generalizado con
N=2y r comprendido entre 0 y 1/2, basta con introducir el r escogido en
la férmula fix)={1/2—-1x—1/2l}/r. Si se quiere obtener cualquier otro
tipo de polvo de Cantor, el grafo de f(x) tiene que ser una curva en zigzag
apropiada. :

Sin embargo, no se dispone de un método comparable para el polvo
de Cantor extrapolado a todo el eje real. Este es un caso especial de una
propiedad muy general: normalmente una f{x) no lineal comporta en si
misma una cota superior finita 2; mientras que, como ya sabemos, todas
las transformaciones lineales (semejanzas y afinidades) se caracterizan
porque 2=, y (en caso de que haga faita) un £ finito se tiene que im-
poner artificialmente.

Anatomia del polvo de Cantor

Ya sabemos por el capitulo 7 que C es un conjunto muy «delgado»,
pero el comportamiento de las iteraciones de f{x) nos proporcionara una
mejor comprension de las distinciones entre sus puntos.

Cualquiera podria estar tentado, a primera vista, de pensar que C se
reduce a los extremos de los huecos abiertos. Pero la realidad es muy
otra, pues C contiene, por definicidn, todos los limites de sucesiones de
puntos extremos de los huecos.

Este hecho no pasa por intuitivo. No me habria extrafiado que nuestro
maltrecho conocido Hans Hahn hubiera incluido estos puntos limite en
su lista de conceptos, cuya existencia s6lo se puede imponer por medio
de la fria 16gica. Pero la presente discusion constituye una prueba intui-
tiva de que estos puntos limite tienen unas personalidades muy marcadas
y diversas.

Asi, por ejemplo, el punto x=3/4, que es invariante segin f(x), no cae
en el tercio central ni en la frontera de ningtin intervalo. Algunas de las
imagenes iteradas de los puntos de la forma x=(1/4)/3* converge a x=
3/4. Ademas, hay una infinidad de ciclos limite, cada uno de ellos for-
mado por un nimero finito de puntos. Y C contiene también puntos cu-
yas iméagenes lo recorren indefinidamente.
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El generador cuadrdtico

La funcién generatriz en V invertida usada en las secciones anteriores
se eligi6 para obtener un resultado ya conocido, pero da al polvo de Can-
tor una apariencia artificial. A continuacion la sustituiremos por

x—=flxy=Ax(1-x),

cuya riqueza inesperada ya fue observada por Fatou (1906). Si se cambia
el origen y la escala de las x, y se escribe p=A2/4-\/2, esta funcién se
puede escribir como

x—=f () =x*~LL

Unas veces usaremos f{(x) y otras f~ (x), seglin convenga.

Dichas funciones recibirdn el nombre de generador cuadrdtico. Ele-
var al cuadrado es, naturalmente, una operacién algebraica, aunque
aqui se le da una interpretacion geométrica, y llamaremos conjuntos
autocuadrdticos a aquellos que son invariantes bajo una transformacién
cuadrética. La mds simple es la que transforma el punto de abscisa x en
el punto de abscisa x*. En tal caso Jos puntos autocuadraticos de la recta
se reducen a x=0, x=c0 y x=1. Y aunque el afadido del término -it
pueda parecer totalmente inocuo, introduce de hecho unas posibilida-
des completamente inesperadas, que pasamos a considerar a continua-
cién.

Polvos de Fatou reales y autocuadrdticos

Como la transformacién en V invertida nos ha dado como resultado
un producto bien conocido, el polvo de Cantor, nos facilitard muchisimo
la introduccién de un descubrimiento extraordinario, aunque de difusion
siempre restringida, de Pierre Fatou. Fatou (1906) supone que A es real y
que A>4, y estudia el mayor conjunto acotado de R invariante segiin f(x).
Este es un pariente proximo del polvo de Cantor al que llamo polvo de
Fatou real. No precisa de mayor explicacion y se encuentra ilustrado en
laldmina 274.

En el plano complejo, el mayor conjunto autocuadratico acotado para
los valores de A anteriores sigue siendo el polvo de Fatou real.
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Curvas de Julia autocuadrdticas y planas (Mandelbrot 1980n)

La curva autocuadrética mds simple se tiene para =0, y se trata de la
circunferencia Izl=1. La transformacién z — f{z) convierte una cinta que
envuelve una vez la circunferencia en una cinta que da dos vueltas a la
misma, dejando fijo el «empalme» en z=1. El mdximo dominio acotado
y autocuadrético correspondiente es el disco [zI<1.

Sin embargo, si se introduce un pu=0 real (laminas 265 y 266), y luego
un U complejo (1aminas 271 y 272), se abren las cajas de Pandora de las
posibilidades, las curvas fractales de Julia, tan gratas a la vista como al
intelecto.

EL SEPARADOR S. La topologia del mayor conjunto acotado autocua-
dratico depende del lugar que ocupa L con respecto a una curva ramifi-
cada §, descubierta por mi, a la que llamo separador. Es la frontera co-
nexa de la figura en negro de la parte inferior de la lamina 268; se trata de
una «lemniscata limite», a saber, €l limite para n— oo de las curvas alge-
braicas denominadas lemniscatas, definidas por If (0) =R para un cierto
R grande. En la ldmina 269 se explica mds en detalle la estructura de S.

Los AtoMos. El dominio abierto interior de S se descompone en una
infinidad de componentes conexas para las que propongo el nombre de
dtomos. Las fronteras de dos dtomos dados, o bien son disjuntas o bien
s6lo tienen un punto en comiin, que llamaremos «enlace», perteneciente
as.

DIMENSION TOPOLOGICA. Si U cae fuera de S, el mayor conjunto aco-
tado autocuadrético es un polvo (de Fatou). Si | pertenece a S 0 es un en-
lace, el conjunto maximo correspondiente es un dominio limitado por
una curva autocuadrética. Hay algiin i de S que da lugar a una curva en
forma de arbol.

FRACTALES AUTOCUADRATICAS. Se dice que estos polvos y curvas son
fractales cuando pu#0, segiin ha demostrado plenamente Dennis Sullivan
en algunos casos, y no me cabe la menor duda de que se podrd probar
para todos los demas.

La forma de una curva o un polvo autocuadrdticos varia continua-
mente con [, por lo que D es necesariamente una funcién continua de L.

RAMIFICACION. Si A pertenece a uno de los discos abiertos de la parte
superior de la ldmina 269, la curva autocuadrética es un arco simple ce-
rrado (un circuito sin ramificaciones), como en las 1dminas 265 y 266.

Si A cae sobre las circunferencias IAMl=1 o IA-2l=1, o en la regién
abierta y conexa que las rodea, la curva autocuadratica correspondiente
es una red ramificada, con tremas rodeadas por circuitos fractales, como
los dragones de la ldmina 272.
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Si A cae en las importantisimas moléculas isla, que, como pronto se
demostrard, son regiones de no confluencia a 1, la curva autocuadrética
es un 0-lazo o un o-dragén, como el de la parte inferior de la 1dmina 271.
La ¢ no introduce ningin nuevo lazo.

u-dtomos y p-moléculas

Un andlisis mds completo de la dependencia en el pardmetro es mds
facil si éste es L. Un p-dtomo puede tener forma de corazén, en cuyo
caso es la «semilla» donde se enlaza una infinidad de dtomos ovales, ya
sea directamente, ya sea por &tomos intermedios. Los idtomos mutua-
mente enlazados, junto con los enlaces, forman una «molécula». La cis-
pide de una semilla nunca es un enlace.

Cada 4tomo tiene asociado un nimero entero w, su «periodo». Si [
pertenece a un dtomo de periodo w, las imdgenes iteradas f (z) conver-
gen a 0 0 a un ciclo limite estable formado por w puntos. En un dtomo de
perfodo w, I (z)1<1, siendo z, un punto cualquiera del ciclo limite co-
rrespondiente a [. Sobre la frontera del atomo, lf;’(zu)F =1, siendo
[ (z)=1 la caracteristica de una cispide o una «raiz». Cada dtomo
contiene un punto que llamamos «nicleo», que cumple f.’ (z)=0y
£1(0)=0.

Los nicleos en el eje real fueron introducidos por Myrberg (véase
Myrberg, 1962) y redescubiertos en Metropolis, Stein y Stein (1973). Las
transformaciones correspondientes se suelen llamar «superestables» (Co-
llet y Eckman, 1980).

Considerada una ecuacién algebraica en L, la igualdad £)(0) = 0 es
de orden 2*-!. Por tanto, podria haber como maximo 2*-! 4tomos de pe-
riodo w, pero de hecho hay menos, excepto en el caso w=1, Para w=2,
f>(0)=0 tiene 2 raices, pero una de ellas ya es el nicleo de un dtomo
«antiguo» de periodo 1. En general, todas las raices de f,{0)=0 lo son
también de f :m(O) =0, donde k es un entero mayor que 1. Ndtese ademads
que cada punto racional de la frontera de un dtomo de periodo w, definido
por la condicién £, (z,) =exp(2nim/n), donde m/n es una fraccién irreduci-
ble <1, lleva implicito un «enlace receptor» listo para conectarse a un 4tomo
de periodo nw. Como consecuencia de ello, algunos nuevos 4tomos se co-
nectan a enlaces receptores ya existentes. Pero esto no agota todas las posi-
bilidades de nuevos 4tomos, y a los restantes no les queda otra alternativa
que sembrar nuevas moléculas. El nimero de moléculas es, pues, infinito.

Si p varia continuamente en una molécula, cada vez que se atraviesa
un enlace yendo hacia afuera aparece una bifurcacién: w se multiplica
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por n. Por ejemplo, al aumentar L tomando valores reales se tiene el do-
blamiento de periodo de Myrberg. La inversa de la bifurcacién, que se
estudia en Mandelbrot (1980n) y se llama confluencia, se detiene al lle-
gar al periodo de la semilla de la molécula. La molécula continente es la
regién de confluencia para c=1 y cada molécula isla es la region de con-
fluencia para c¢> 1. La forma del dragén o del subdragén correspondiente
viene determinada por los valores de f t,,’(z“) y de w/c.

El separador es una curva fractal; la & de Feigenbaum como corolario

Mi conjetura [ basaindome en un argumento de «renormalizacién» 1
es que cuanto mdas alejados estdn de la semilla de su molécula, los 4to-
mos tienden cada vez mds a tener una forma idéntica.

Como corolario se tiene que la frontera de cada molécula es local-
mente autosemejante. Y como a pequefias escalas no es lisa, se trata de
una curva fractal.

Esta autosemejanza fractal generaliza un efecto relativo a la bifurca-
cién de Myrberg, descubierto por Grossmann y Thomae y por Feigen-
baum. Las anchuras de las intersecciones de retofios cada vez menores
con el eje real A o Y convergen a una sucesiéon geométrica decreciente de
razén 8=4,66920... (Collet y Eckman, 1980). En su forma original, la
existencia de 0 parece un resultado analitico técnico. Ahora se ha demos-
trado que es un aspecto de una propiedad mas general de los fractales es-
calantes.

Cada bifurcacion en m > 2 introduce una nueva razén fundamental.
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FIG. 265. Curvas fractales autocuadrdticas con A real.

Las figuras de las l1dminas 265 a 274 se presentan aqui por primera vez, a
excepcidn de algunas reproducidas de Mandelbrot (1980n).

La figura de la izquierda representa los dominios acotados autocuadréticos
mdximos para A=1; 1,5; 2,0; 2,5 y 3,0. La figura central en negro corresponde
a todos los valores de A comprendidos entre O y 1.

A= 1: VENERA.

A=3: CURVA DRAGON DE SAN MARCO. Tenemos aqui una extrapolacién fan-
tastica del perfil de la basilica de Venecia, completada con su reflejo sobre una
«Piazza» inundada; la bauticé dragdn de San Marco.

La figura de la derecha corresponde a A =3,3260680. Es la A nuclear (se-
gun la definicion de la pag. 263) que corresponde a w=2. La figura autocua-
dratica correspondiente se ha girado 90° para que quepa en la pagina.
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FiG. 266. Compuesto de curvas autocuadrdticas con A real

Esta «escultura» cubierta se construy6 en la memoria de un ordenador, me-
diante un proceso que consiste basicamente en ir recortando poco a poco, a
partir de un cubo inicial, todos los puntos cuyas imigenes iteradas por 7z —
Az(1-z) converjan hacia co. El pardmetro A es un nimero real que varia entre |
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y 4. El eje A est4 orientado verticalmente a lo largo de un lado de la escultura,
mientras que x e y forman ¢l niimero complejo z=x+iy.

Cada seccién horizontal es una figura acotada autocuadratica maximal de
pardmetro A.

En el caso del valor especial A=2, el contorno de Ia seccién correspon-
diente es una circunferencia: el «cefiidor» de la cortina.

Para todos los demds valores de A, el contorno de 1a figura autocuadratica
es una curva fractal, incluidas las que ya vimos en la ldmina 265. Se perciben
unos «pliegues» sorprendentes cuya posicion varia con A; por debajo del cefii-
dor forman entrantes y por encima salientes.

Tienen especial interés las manchas de la pared que sostiene la cortina. Po-
siblemente esta escultura no pueda hacer justicia a la complicacion de la parte
superior de la cortina. (A) Para cada valor de A, la cortina contiene un 4rbol
fractal (que hace de «espina dorsal») formado por las antiimégenes iteradas
del intervalo [0,1] del eje x. Para todos los valores pequefios y algunos grandes
de A <3, las ramas de dicho drbol est4n totalmente «cubiertas de carne». Sin
embargo, para otros valores grandes de A la carne no existe. Aqui, las ramas a
lo largo de x=1/2 o de y=0 son visibles, pero el resto se pierde irremediable-
mente en el proceso gréfico. (B) Algunas bandas horizontales de la pared que
queda por detrds de la cortina estin completamente cubiertas de pequefios
«monticulos» o «arrugas», aunque aqui sélo se pueden ver unas pocas de las
mayores. Estas bandas y monticulos tienen que ver con las «moléculas isla»
(Iaminas 268 y 269) intersecadas por el eje real. Las observaciones (A) y (B)
generalizan la teorfa de Myrberg-Feigenbaum.
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FiGs. 268 y 269.  Los separadores de z—M\z(1-z)y de z—z,— |

PARTE INFERIOR DE LA LAMINA 268. MAPA L. Los p de la region cerrada en
negro (limitada por una curva fractal) son aquellos para los que las imdgenes
iteradas de z,=0 por la transformacién 7 z,— U no convergen hacia . La
gran cispide corresponde a u=~1/4, y el punto del extremo derecho es pu=2.

PARTE SUPERIOR DE LA LAMINA 269. MAPA A. Los A de la regidn cerrada en
negro, junto con los del disco vacio, cumplen ReA > 1 y son tales que las imd-
genes iteradas de z,=1/2 por z— Az(1-z) no convergen hacia . El mapa A
completo es simétrico con respecto a la linea ReA=1.

EL DIsco IL-2I<1, Y ELDISCO IM< 1 EXCEPTO A=0. Los A en estos dominios son
tales que las imégenes iteradas de z,=1/2 convergen a un punto limite acotado.

LA CORONA Y LOS RETONOS. El mapa A fuera de los discos vacios forma una
«corona», que se descompone en «retofios» cuyas «raices» son los «enlaces re-
ceptores» definidos como los puntos de la forma A =exp(2mim/n) o A=2 —
exp(2nim/n), donde m/n es una fraccién irreducible< 1.

.

s
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A=A +iA"

a X
plano A

PARTE SUPERIOR DE LA LAMINA 268. Esta es una parte de la inversién del
mapa A con respecto a A=1. Si en el mapa A se examinan los retofios cuyas ra-
ices son de la forma A=exp(2mi/n), uno se queda con la impresién de que los
«puntos correspondientes» estdn sobre circunferencias. Esta figura nos lo con-
firma. Otras inversiones nos confirman que otras figuras que parecen circulos
lo son realmente. .

MoLEcuLAS ISLA. Muchas de las «manchas» de los alrededores del mapa
son verdaderas «moléculas islan, lo que es sefialado por primera vez en
Mandelbrot (1980n). Tienen la misma forma que el mapa | entero, aparte de
una distorsién no lineal. '

SEPARADOR, ESPINAS Y ARBOLES. Los contornos de los dominios en negro
de los mapas A 0 [t son curvas conexas que Yo mismo descubri y denominé se-
parador S. El conjunto interior a S se compone de dfomos abiertos (véase el
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texto). Si el periodo del 4tomo es w, definamos su espina como la curva sobre
la que f‘:v’(z,“) es real.

Las espinas que estdn sobre el eje real se conocen en la teoria de las aplica-
ciones de [0,1] sobre si mismo, y se sabe que su adherencia es [-2,4].

Descubri también que, en general, la adherencia de las espinas de los otros
atomos se descompone en una coleccién de arboles, cada uno de ellos plantado
en un enlace receptor. La lista de érdenes de ramificacién en los distintos pun-
tos de uno de dichos drboles es 1 para los puntos de ramificacién, més los 6r-
denes de bifurcacién que nos llevan a la raiz del drbol. Ademas, si el drbol estd
plantado en un dtomo isla, hay que afiadir los 6rdenes de bifurcacion que lle-
van de I -2I<1 o IAI<1 hasta dicho dtomo.

PARTE INFERIOR IZQUIERDA DE LA LAMINA 269. Este es un mapa A detallado
en la proximidad de A=2-exp(-2xi/3). El conjunto interior a S es el limite de
dominios de la forma If,(1/2)I< R, cuyos contornos son unas curvas algebrai-
cas llamadas lemniscatas. Aqui se muestran unos cuantos de estos dominios
superpuestos. Para valores grandes de n dichos dominios parecen inconexos,
como ocurre también con el mapa A, pero de hecho estén conectados por fuera
de ta cuadricula empleada en el célculo.

PARTE INFERIOR DERECHA DE LA LAMINA 269. Este es un mapa A detallado
cerca de A =2-exp(-2mi/ 100). Este drbol de cien ramificaciones comparte
unos rasgos sorprendentes con el mapa z de la ldmina 272.
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Fics. 271 y 272.  Dragones autocuadrdticos; aproximacion al limite
de «Peano»

Todas las curvas autocuadraticas tienen su encanto particular. Y para mi, las
mds atractivas son los «dragones» que se muestran en estas ldminas y en la CS.

LA MUDA DEL DRAGON. jVer un dragén en el proceso de autotransforma-
cién cuadratica tiene que ser un especticulo fascinante! Una «muda» mons-
truosa despega las pieles de los innumerables pliegues de la espalda y el vien-
tre del dragén. Luego las estira hasta doblar su longitud, jque por supuesto se
mantiene infinita! A continuacién vuelve a plegar cada piel alrededor de la es-
palda y del vientre. Y por fin vuelve a pegar todos los pliegues en sus nuevas
posiciones.

HERALDICA FRACTAL. No hay que confundir el dragén autocuadrético con
el autosemejante de Harter y Heightway (ldminas 99 y 100). El lector podria
entretenerse en detallar las semejanzas y las miltiples diferencias.
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BIFURCACIONES SUCESIVAS. Los mejores dragones autocuadraticos se obtie-
nen cuando A cae en un retofio de la ldmina 269 correspondiente a 0/2n=m/n,
para valores pequefios de los enteros m y n. Si el orden de bifurcacion es n, el
nimero de cabezas o colas (0 como se quiera llamar a estos dominios) del dra-
g6n que parten de cada punto de articulacién es n. Una segunda bifurcacién de
orden m’/n’ descompone cada uno de estos dominios en 7’ «enlaces salchi-
cha», y los hace adelgazar atin mas.

Cuando A cae en el interior de un retofio, lejos de la raiz, se obtienen dra-
gones robustos, ni obesos ni delgados. Si A cae cerca de uno de los dos sub-
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retofios que corresponden a un orden de bifurcacién de 4 a 10, se obtienen dra-
gones con una torsion, a la izquierda uno y a la derecha el otro.

PARTE SUPERIOR DERECHA DE LA LAMINA 271. «<DRAGON FAMELICO» Un dra-
gén que sufre una infinidad de bifurcaciones pierde toda la carne y se con-
vierte en una curva ramificada esquelética.

La dimensién topoldgica del conjunto que no es atraido hacia « es 0 para
los polvos de Fatou, 1 para los dragones hambrientos y 2 para el resto de dra-
gones.

PARTE INFERIOR DE LA LAMINA 271. G-DRAGON. Esta figura es conexa; su A
cae en la «gran isla» que hay junto a la costa de la parte inferior derecha de la
ldmina 269.

LAMINA 272. EL LIMITE SINGULAR A= 1. DRAGONES DE PEANO. Supongamos
que A cae en una isia unida a la costa por el enlace de 8=2mn/n. Cuando n—> o,
68— 0, con lo que A tiende a 1. El dragén correspondiente debe tender pues a la
forma de venera basal en la cortina de la ldmina 266. Pero existe una diferen-
cia cualitativa entre n=co y n grande pero finito.

Cuando n — oo, el nlimero de brazos del dragén aumenta, la piel se re-
pliega y la dimensidn de ésta aumenta. En realidad, toda la figura intenta con-
verger a un «dragdn ermitafio» que llene hasta rebosar la concha de una venera
de A=1, es decir, que tienda a la dimensién D=2. ;Una curva de Peano auto-
cuadrdtica? Si, pero ya sabemos (capitulo 7) que las curvas de Peano no son
tales: en cuanto alcanza D=2, nuestra curva dragén muere como curva para
convertirse en un dominio plano.
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FI1G. 274. Polvos de Fatou reales autocuadrdticos en [0,1]

Fatou (1906) es una obra maestra de un antiguo género literario: el Comp-
tes Rendus Notes de la Academia de Ciencias de Paris. En muchos casos el ob-
jetivo es revelar poco, pero dejando constancia de que el autor ha pensado en
todo.

Entre otras maravillosas observaciones muy bien comprendidas después de
largo tiempo dedicado al estudio del tema, Fatou seifiala lo siguiente. Cuando A
es real y mayor que 4 o menor que —2, el mayor conjunto acotado invariante
por la transformacién x — fix) =Ax(1 —x) es un polvo contenido en [0,1]. Esta
lamina ilustra la forma de dicho polvo para A>4. A lo largo de la coordenada
vertical, —4/A varia desde -1 hasta 0. Los intervalos en negro sefialan los extre-
mos de las tremas de 6rdenes comprendidos entre 1 y 5. Los extremos x, y x,
de la trema central son las soluciones de la ecuacién Ax(1 —x)=1; y estdn sobre
una pardbola. Las tremas de segundo orden acaban en los puntos x, |, x, 5, X, ¥
Xx,,, tales que Ax,, (1-x,,,)=x,,.

La notable relacion entre los polvos de Cantor y una de las funciones mas
elementales merece ser conocida fuera de los circulos de especialistas.
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20
Atractores fractales y evoluciones fractales («cadticas»)

Este capitulo pretende familiarizar al lector con una teorfa que evolu-
ciond independientemente de los fractales, pero que esta siendo invadida
por éstos. Su nombre més corriente es «teoria de los atractores extrafios y
de la evolucidn caética (o estocdstica)», aunque, como espero, a lo largo
del presente capitulo se hardn evidentes las razones por las que sugiero el
nuevo nombre que le he dado en el titulo.

Su relacién con los fractales bastaria para justificar que dicha teoria
sea mencionada en este ensayo, pero pienso que hay razones para dedi-
carle todo un capitulo. Una de ellas, de tipo préctico, es que no hace falta
un tratamiento demasiado especifico, ya que varios de los temas princi-
pales se pueden presentar como una simple reinterpretacioén de los resul-
tados de los capitulos 18 y 19.

En segundo lugar, diversas propiedades de la geometria fractal de la
naturaleza se clarifican al contrastarlas con la teoria de los atractores
fractales. En efecto, mi trabajo se ocupa principalmente de figuras en el
espacio real que se pueden ver, por lo menos al microscopio, mientras
que la teoria de los atractores se ocupa en ultima instancia de la evolu-
cién temporal de puntos pertene01entes a un espacio representativo, invi-
sible y abstracto.

Este contraste resulta especialmente sorprendente en el contexto de la
turbulencia: la intermitencia turbulenta fue el primer gran problema que
abordé (en 1964) haciendo uso de formas primitivas de las técnicas frac-
tales, y (de modo completamente independiente) la teoria de los atracto-
res extrafios no despegd en serio hasta el estudio de la turbulencia por
Ruelle y Takens (1971). Por el momento ambos enfoques no se han en-
contrado, pero es inevitable que lo hagan pronto.

Los interesados en la sociologia de la ciencia encontrardn apetecible
el hecho de que, mientras mis estudios de casos que conectaban mons-
truos matemadticos con formas fisicas reales encontraron cierta resisten-
cia, las figuras monstruosas de los atractores abstractos fueron aceptadas
con ecuanimidad.
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Una tercera razén para mencionar los atractores fractales viene suge-
rida por el hecho de que las evoluciones correspondientes parecen «caéti-
cas» 0 «estocasticas». Como se verd en los capitulos 21 y 22, muchos es-
tudiosos cuestionan la inclusién de lo aleatorio en la ciencia; con los
atractores fractales nace la esperanza de que dicho uso quede justificado.

Por fin, aquellos que hayan aceptado desde hace muchos capitulos (o
uno o dos ensayos) mi pretensién de que muchas facetas de la naturaleza
s6lo pueden describirse con la ayuda de ciertos conjuntos que anterior-
mente tenian fama de patolégicos quiza estén impacientes por pasar del
«cO6mo» al «por qué». Los articulos de divulgacién han demostrado en
muchos casos que no es dificil endulzar los aspectos geométricos de los
capitulos anteriores y hacerlos mds facilmente digeribles. Sin embargo,
una de las cosas que quisiera transmitir al lector es un cierto gusto por los
fractales, por muy amargo que pueda resultar en primera instancia para
los cientificos ya formados. Ademds, como explico en el capitulo 42,
pienso que las seudoexplicaciones endulzadas nunca son convincentes.
Por tanto, la explicacién se ha bajado de nivel, excepto en aquellos casos
en que, como en el capitulo 11, una explicacién convincente era asequi-
ble. Ademds, sospecho que aparecerdn muchas explicaciones auténtica-
mente nuevas cuando los atractores fractales se conviertan en el funda-
mento de la geometria fractal de las formas naturales visibles.

Como las transformaciones que tienen atractores son no lineales, es
probable que los fractales visibles no sean autosemejantes. Esto es per-
fecto: mi empleo de homdlogos fractales de la recta para tratar fendme-
nos regidos por ecuaciones no lineales resultaba paradéjico. Los fractales
escalantes que explican bien un fenémeno natural serfan aproximaciones
locales de fractales no lineales.

El concepto de atractor

Este capitulo se centra en una observacion debida a Poincaré que per-
manecid largo tiempo olvidada: las «drbitas» de los sistemas dindmicos
no lineales pueden ser «atraidas» por conjuntos extrafios que identifico
con fractales no lineales.

Examinemos en primer lugar el atractor mds simple: un punto. La
«Orbita» seguida por el movimiento de una bolita en un embudo empieza
con un balanceo que depende de la posicién y velocidad iniciales, pero
a la larga converge hacia el vértice del embudo; si la bola es mayor que la
abertura del embudo, acabard por detenerse en el fondo. El vértice es,
pues, un punto de equilibrio estable, o punto fijo estable, de la bola. En lo
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que es una bella terminologia descriptiva alternativa (que hay que guar-
darse de interpretar en términos antropocéntricos), el fondo del embudo
se denomina punto atractor.

Un sistema fisico puede tener también un circulo (o una elipse) como
atractor estable. Por ejemplo, se cree (y se desea fervientemente, aunque
nadie vivird lo bastante como para que ello sea motivo de preocupacién)
que el sistema solar es estable, en el sentido de que, si algo perturbara la
orbita de la Tierra, ésta seria en 1ltima instancia «atraida» de nuevo hacia
su trayectoria actual.

En general, un sistema dindmico se suele definir del modo siguiente:
su estado en el instante ¢ es un punto o(f) de la recta, del plano o de un
«espacio de fases» euclideo de muchas dimensiones, RE, y su evolucién
entre los instantes ¢ y £+ At viene determinada por reglas que no depen-
den explicitamente del valor de ¢. Cualquier punto del espacio de fases
puede tomarse como estado inicial 6(0) en r=0, y de €l parte una 6rbita
o(t) para todos los 1>0.

La diferencia principal entre tales sistemas estriba en la distribucién
geométrica de o(r) para valores de f grandes. Se dice que un sistema di-
namico tiene un atractor st existe un subconjunto propio A del espacio de
fases RE, tal que para casi todos los puntos iniciales 6(0) y para ¢ grande,
o(2) estd préximo a algin punto de A.

El concepto de repulsor

Por otra parte, una bola puede estar suspendida en equilibrio inestable
sobre la punta de un ldpiz. Cuando la posicién inicial estd cerca de este
punto de equilibrio, parece como si la bola fuera impulsada hacia fuera,
antes de alcanzar el equilibrio estable en algin otro lugar.

El conjunto de todos los estados de equilibrio inestable, junto con sus
puntos limite, se llama repulsor. .

Muchas veces los atractores y repulsores intercambian sus papeles,
invirtiendo las ecuaciones. En el caso gravitatorio basta con invertir el
sentido de la gravedad. Considérese, por ejemplo, una ldmina horizontal
con una depresién en ambos sentidos. Si tenemos una bola en la cara su-
perior de la hoja y la gravedad tira hacia abajo, denotemos por A la de-
presién atractora y por R la repulsora. Si a continuacién se pone la bola
en la cara inferior de la hoja y se invierte el sentido de la gravedad, Ay R
intercambian sus papeles. Este tipo de intercambios jugara un papel im-
portante en este capitulo.
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Atractores fractales. «Caos»

La mayor parte de los libros de texto de mecdnica se ocupan de siste-
mas dindmicos cuyos atractores son puntos, figuras cuasicirculares u
otras figuras euclideas. Pero estas son excepciones raras. El comporta-
miento de la mayorfa de sistemas dindmicos es mucho mas complejo: sus
atractores o repulsores tienden a ser fractales. En las secciones que si-
guen se describen ejemplos en los que el tiempo varia de forma discreta,
con Ar=1.

UN POLVO ATRACTOR. LA o DE FEIGENBAUM. El ejemplo mas simple se
obtiene con transformaciones cuadraticas (capitulo 19). Como preludio,
considérese una vez mds otra representacion del polvo de Cantor C con
N =2y r<1/2, extendido sobre [-r/(1-r), r/(1-r)]. Este C es el limite
de los C, definidos como conjuntos de puntos de la forma +rxr’+...+r"
Al pasar de n a n+1, cada punto de C, se bifurcaen 2, y C es el resultado
de una infinidad de bifurcaciones.

Interpretando a P. Grassberger, el atractor A, de x — Ax (I —x) para
A real es andlogo a C,, pero con dos razones de semejanza distintas, una
de las cuales es la 1/1~0,3995... de Feigenbaum (1981). Después de
una infinidad de bifurcaciones, este atractor es un polvo fractal A con
D~0,538.

«CA0s». Ningin punto de A es visitado dos veces en un intervalo de
tiempo finito. Muchos autores llaman «cadtica» a la evolucion sobre
atractores fractales.

0 ARBOLES AUTOAFINES. Si se yuxtaponen los 4, en el plano (x, A), se
obtiene un arbol. Como 8 ~4,6692#q, este arbol es asintéticamente auto-
afin con residuo. 1

CoMENTARIO. Lo ideal seria que la teoria se concentrara en sistemas
dindmicos intrinsecamente interesantes y realistas (aunque simples), cu-
yos atractores sean fractales bien comprendidos. La literatura sobre
atractores extrafios —aunque sumamente importante— dista mucho de
satisfacer este ideal: normalmente sus fractales no se comprenden del
todo, pocos son intrinsecamente convincentes y la mayoria no son solu-
ciones a problemas bien motivados.

Esto me llevo a idear «sistemas dindmicos» apropiados, o lo que es lo
mismo, a plantear nuevas preguntas para obtener viejas y gratas respues-
tas. Esto es, me inventé problemas cuyas soluciones fueran fractales bien
conocidas. Y aunque en cierto modo sea sorprendente, dichos sistemas
son de interés.
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Atractores autoinversos

En el capitulo 18 se describen los conjuntos L de las cadenas de
Poincaré como los menores conjuntos autoinversos y conjuntos limite.
Esta ultima propiedad se puede reformular como sigue: dado un punto
inicial arbitrario P, para cada punto de L hay una sucesién de inver-
siones tal que las imdgenes de P, convergen hacia dicho punto. Supon-
gamos ahora que dicha sucesidn de inversiones es elegida por un pro-
ceso independiente de la posicién actual y las posiciones pasadas de P.
Bajo unas condiciones muy poco restrictivas, se puede esperar, y de
hecho se demuestra, que las sucesiones resultantes de puntos P sean
atraidas por L. De este modo, la enorme literatura relativa a los grupos
generados por inversiones se puede interpretar en términos de sistemas
dindmicos.

Inversion «temporal»

Mi busqueda de nuevos sistemas con atractores fractales intere-
santes me llevd a considerar sistemas conocidos con atractores estdn-
dar en el sentido geométrico, que tenian, sin embargo, repulsores in-
teresantes. Es posible invertir los papeles de estos dos conjuntos, ha-
ciendo que el tiempo transcurra hacia atrds, siempre y cuando el
sistema dindmico en consideracion tenga inverso (es decir, que las 6r-
bitas no se crucen ni confluyan) de modo que el conocimiento de 6(7)
determine G(¢’) para t’ <t. Sin embargo, los sistemas concretos en los
que queremos invertir el tiempo son distintos. Sus 6rbitas son como
los rios: la trayectoria estd univocamente determinada en sentido des-
cendente, pero en sentido ascendente cada bifurcacién implica una
decision especial.

Probemos a invertir, por ejemplo, la transtformacion f(x) en V que
nos da el polvo de Cantor en el capitulo 19. Para x> 1,5 hay definidas
dos imdgenes inversas, y se podria estar de acuerdo en transformar to-
dos los x>1,5 en x=1/2. Andlogamente, x — Ax(1-x) tiene dos inver-
sas posibles. En ambos casos, la inversion de la transformacion im-
plica elegir entre dos funciones. En otros ejemplos el nimero de alter-
nativas es atin mayor. De nuevo, queremos que la eleccién se realice
mediante un proceso aparte. Estas ideas apuntan a los sistemas dina-
micos generalizados, que introduciremos y describiremos en la sec-
cién siguiente.
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Sistemas dindmicos descomponibles (Mandelbrot 1980n)

Supondremos que una de las coordenadas del estado 6(r) —a la que
llamaremos indice determinante y denotaremos por 6" (f)— evoluciona
independientemente del estado de las £ — 1 coordenadas restantes —que
denotaremos por G (f)— mientras que la transformacién de o*(r) en
o’(t+1) depende a la vez de 6°(¢) y de 67(¢). En los ejemplos que yo he
estudiado preferentemente, la transformacién 67(f) > 6'(t+ 1) se elige
entre un conjunto finito de G posibilidades distintas J,, que se pueden se-
leccionar de acuerdo con el valor de una cierta funcién g(f)=v{c'(9)], a
valores enteros. Asi pues, estudié la dindmica en el espacio producto del
espacio 6" por un conjunto indicial finito.

De hecho, en los ejemplos que han motivado esta generalizacion la
sucesion g(f) o es aleatoria o se comporta como tal. Aunque este ensayo
no aborda el azar hasta el proximo capfitulo, dudo que ésta sea una difi-
cultad insoslayable. Mas serio es el hecho de que los sistemas dindmi-
cos sean el mismisimo modelo del comportamiento plenamente deter-
minista, jpor lo que constituyen un terreno prohibido para el azar! No
obstante, los efectos de éste pueden ser introducidos sin necesidad de
postularlo efectivamente, tomando para g(t) el valor de un proceso sufi-
cientemente ergédico. Se puede tomar, por ejemplo, un nimero irracio-
nal B y hacer que g(?) sea la parte entera de 67(r)=PB'c"(0). Los detalles
necesarios son en principio simples pero sofisticados, y no los especifi-
caremos aqui.

El papel de los atractores «extrafios»

Los estudiosos de los atractores extrafios sugieren el siguiente argu-
mento doble: (A) Dado que los sistemas dindmicos con atractores estan-
dar no sirven para explicar la turbulencia, quiza ésta se pueda explicar
por medio de atractores topoldgicamente «extrafios». (Recordemos mi
razonamiento del capitulo 11, de que si una ecuacién diferencial tiene
singularidades no estdndar, uno deberia probar con las singularidades
fractales.) (B) Los atractores de sistemas ridiculamente simples, tales
como z—>Az(1-z) para A real y z en [0, 1], son extrafios y en muchos as-
pectos caracteristicos de sistemas mds complejos y mas realistas. Por
tanto, no puede caber la menor duda de que los atractores topoldgica-
mente extrafios son la regla. :
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Los términos «fractal» y «extrafio»

TODOS LOS ATRACTORES «EXTRANOS» CONOCIDOS SON FRACTALES. Se ha
evaluado la D de muchos atractores «extrafios», y en todos los casos D> D;.
Por tanto, estos atractores son conjuntos fractales. Para muchos fractales
que son atractores extrafios, la D no es una medida de la irregularidad,
sino que mide el apilamiento de un conjunto de curvas o superficies diferencia-
bles —o lo que vendria a ser una variante de la fragmentacién (capitulo 13).

S. Smale introdujo un famoso atractor, conocido como solenoide. Lo hizo
en dos etapas. La definicién original era puramente topoldgica, y dejaba la D
sin definir, pero en una revision se introdujo una definicién métrica (Smale
1977, pag. 57). Para esta revision, se evalu6 la D (Mandelbrot 1978b), que se
introdujo asi en el estudio de los atractores extrafios. En el caso del atractor de
Saltzman-Lorenz con v=40, =16y b=4, M. G. Velarde y Ya. G. Sinai obtu-
vieron independientemente el valor D=2,06 (comunicacién oral). Esta D es
superior a 2, aunque no mucho, y esto significa que este atractor no es una su-
perficie estindar, pero no se aleja mucho de ellas. Mori y Fujisaka (1980) con-
firman mt D para el atractor de Smale y la D del atractor de Saltzman-Lorenz.
Para la transformacién de Hénon, con a =14 y b =03, encuentran
D=1,26. Se estan preparando otros articulos sobre el mismo efecto.

A LA INVERSA. La pregunta de si todos los atractores fractales son o no
extrafios es una cuestién semdntica. Un niimero cada vez mayor de auto-
res estd de acuerdo conmigo en que para la mayoria de fines, un atractor
es extrafio si es fractal. Esta es una actitud saludable, si «extrafio» se
toma como sindnimo de «monstruoso», «patologico» y otros epitetos que
en algiin momento se aplicaron a los fractales.

Pero a veces «extrafio» se toma en un sentido técnico, [ tan exclu-
yente que el atractor de Saltzman-Lorenz no es «extrafio», sino «extrafio-
extrafio». I A la luz de esto, en la «extrafieza» de un atractor intervienen
propiedades topoldgicas no estandar, «superpuestas» a propiedades frac-
tales no estandar. Una curva cerrada sin puntos dobles no es «extrafia» en
este sentido, por muy arrugada que esté; de ahi que muchos atractores
fractales estudiados por mi no sean extrafios.

Con esta definicién de extrafio, el razonamiento de la seccién anterior
deja de ser convincente. Pero vuelve a serlo otra vez si la extrafieza deja de
ser un concepto topoldgico para convertirse en un concepto fractal. As{
pues, yo creo que los que definen «extrafio» como «fractal» merecen ga-
nar. Y como estan efectivamente ganando, no vale la pena conservar un tér-
mino cuya motivacién desaparecié cuando demostré que los fractales
no son mds extrafios que las costas o las montafias. En cualquier caso, no
puedo ocultar una cierta antipatia personal hacia el calificativo «extrafio».
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Fics. 282 y 283. Atraccidn hacia fractales

Estas dos figuras ilustran 6rbitas largas de posiciones sucesivas de dos sis-
temas dindmicos descomponibles. El Peto del Faradn de la 1dmina 283 es au-
toinverso (capitulo 18), y es generado por 4 inversiones escogidas de modo
que el conjunto limite L sea una coleccién de circunferencias. El Dragon de
San Marco de la 1amina 282 es autocuadratico (capitulo 19) y es generado por
las dos inversas de x— 3x (1-x).

El indice determinante se escoge entre 4 posibilidades, respectivamente 2,
y se emplea un algoritmo pseudoaleatorio que se repite 64.000 veces. Las pri-
meras posiciones no se han representado.

Las regiones préximas a las cispides y a las autointersecciones se rellenan
muy lentamente.
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21
El azar como util en la confeccién de modelos

Aunque los temas fractales bdsicos impliquen tGnicamente construc-
ciones deterministas, el significado pleno y la relevancia practica de los
mismos no se manifiestan claramente hasta que no se abordan los fracta-
les aleatorios. Y a la inversa, el estudio de los fractales parece, a mi por
lo menos, aumentar la propia comprension del azar.

Aunque la primera razén para introducir el azar es algo familiar para
cualquier cientifico, merece un comentario aparte en este capitulo, entre
otras observaciones de naturaleza genérica y no tan familiares. El capi-
tulo siguiente abre nuevas perspectivas y muestra cémo el azar es tam-
bién necesario por razones propias del estudio de las fractales.

(X) denota un valor esperado; Pr es la abreviatura de probabilidad

Parece como si en cada disciplina se emplee una notacién distinta
para el valor esperado de la variable aleatoria X. En este ensayo adoptare-
mos la notacién de los fisicos, (X), pues tiene la virtud de llevar su propio
paréntesis portatil. .

Dada una funcién B(t) y su AB(f) = B(t + At) — B(t), la delta media
significara (AB(t)), y la delta variancia significara ({AB(7) —(AB(H))]*).

El papel estdndar de los modelos estocdsticos

Volvamos a la pregunta «;cudnto mide la costa de Bretafia?» Por mu-
cho que nos pueda recordar un mapa real, la curva de Koch tiene grandes
defectos que volvemos a encontrar en practicamente todos los modelos
primitivos de los otros fendmenos estudiados en este ensayo. Sus partes
son idénticas entre si, y la razén de autosemejanza r debe pertenecer a
una escala de la forma b7, donde b es un entero, a saber, 1/3, (1/3)?, etc.

El modelo podria mejorarse invocando otros algoritmos deterministas
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mas complejos. Sin embargo, ademas de tedioso, este enfoque estaria
condenado al fracaso, pues una costa es moldeada a lo largo del tiempo
por miltiples influencias que ni estdn registradas ni se pueden reconstruir
con todo detalle. La tarea de conseguir una descripcién completa es im-
posible, y no tiene sentido ni siquiera plantedrsela.

En fisica, por ejemplo en la teoria del movimiento browniano, la sa-
lida a esta dificultad reside en la estadistica. En geomorfologia, la esta-
distica es ain mas dificil de evitar. En efecto, mientras las leyes de la me-
canica afectan directamente al movimiento molecular, su efecto sobre las
estructuras geomorfoldgicas se ejerce a través de muchos intermediarios
mal conocidos. Por tanto, el geomorfélogo se ve obligado, mas aiin que
el fisico, a renunciar a una descripcidn precisa de la realidad y a usar la
estadistica. En otros campos que exploraremos, el conocimiento actual
de las interacciones locales estd en alguna parte entre la fisica y la geo-
morfologia. :

Biisqueda de la proporcion correcta de irregularidad aleatoria

(Puede el azar producir el marcado grado de irregularidad que uno
encuentra, digamos, en las costas? No sélo puede, sino que muchas veces
va mds alld del objetivo deseado. Dicho de otro modo, el poder del azar
se acostumbra a subestimar. El concepto de azar de los fisicos nace de te-
orias en las que el azar es esencial a nivel microscépico, mientras que a
escala macroscopica es insignificante. Por el contrario, en el caso de los
fractales aleatorios escalantes que nos interesan, la importancia del azar
es la misma a todos los niveles, incluido el macroscépico.

Una utilizacion pragmdtica del azar

La relacion entre impredictibilidad estadistica y déterminismo plan-
tea preguntas fascinantes, pero en este ensayo poco tenemos que decir al
respecto. En €1 la expresion «at random» vuelve a tener la connotacioén
intuitiva que tenfa cuando el inglés medieval la tomé prestada del fran-
cés. No creo que la frase «un cheval a randon» tuviera que ver con la
axiomatizacién matemadtica ni con la psicologia equina, sino que simple-
mente denotaba un movimiento irregular que el jinete no podia predecir.

Asi pues, mientras el azar evoca toda clase de ansiedades cuasimetafi-
sicas, este ensayo estd decidido a preocuparse muy poco de si, en pala-
bras de Einstein, «Dios juega a los dados» o no. La teorifa de la proba-
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bilidad es el dnico util matemético disponible que nos puede servir para
representar lo desconocido e incontrolable. Es una suerte que este Util,
aunque complicado, sea extraordinariamente poderoso y adecuado.

De la recurrencia al azar

Ademds, la teoria de la probabilidad se puede introducir de modo que
se adapte sin sobresaltos a los métodos recurrentes que predominan en
este ensayo. En otras palabras, la segunda mitad de este ensayo sigue a la
primera sin solucién de continuidad. Seguiremos concentrandonos en ca-
sos donde tanto la definicion matemética como el algoritmo gréfico se
pueden traducir en un «programa procesador» con un bucle interno, y
cada repeticion del bucle afiade nuevos detalles a lo que habia sido dibu-
jado anteriormente.

El conocido bucle que genera la curva triadica de Koch se reduce a
este programa procesador. Pero otros fractales no aleatorios implican
ademds un «programa de control» que ahora conviene subrayar, y cuyas
funciones evolucionan de manera interesante y progresiva hacia una ge-
neralidad cada vez mayor. En un primer paso, el pie de figura de la la-
mina 76 observa que ciertos generadores de Koch se pueden usar en sen-
tido directo (D) o inverso (/), con lo que el procesador necesita de un
controlador que le indique antes de cada bucle si éste debe ser (D) o (I).
En general, distintas sucesiones de control dan fractales distintos. De ahi
que, para cada eleccion de M y de la D correspondiente, el circuito fractal
de la ldmina 76 no sea en realidad una curva sino una familia infinita
(numerable) de curvas, una para cada sucesién de control. El controlador
puede, bien leer esta sucesion de una cinta, bien interpretar una instruc-
cion compacta del tipo «alternar (D) con (I)», o «isese (D) [0 (R)] en el
k-ésimo paso si el k-ésimo decimal de 7 es par [o impar]».

Azar / pseudoazar

Muchos fractales aleatorios comportan precisamente la misma estruc-
tura: un controlador intérprete seguido de un procesador. Este hecho a
menudo queda oculto (a veces para hacer que las cosas parezcan mas di-
ficiles), pero estd clarfsimo en todos aquellos casos en los que, como es
de desear, la definicién es explicitamente recurrente.

El controlador mas simple es lo que se llama «sucesion de tiradas de
una moneda no trucada», pero yo nunca lo he usado. En el entorno de los
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ordenadores actuales, el controlador es un «generador de niimeros alea-
torios». El dato de entrada, que se denomina semilla, es un entero con un
nidmero predeterminado M de digitos binarios. (M viene determinado por
el equipo, y si se introducen menos de M digitos, éstos se completan
por la izquierda con ceros.) El resultado del controlador es una sucesion
de ceros y unos. En simulaciones de un juego de Bernouilli, cada digito
representa el resultado de la tirada de una moneda no trucada. Asi, un
juego de 1.000 tiradas es realmente una sucesion de 1000 digitos pseudo-
aleatorios individuales.

Pero uno podria también imaginar que en algdn lugar existe un libro
de 2'%% paginas en el que estdn registrados todos los posibles resultados
de una tanda de 1000 lanzamientos de una moneda, con un resultado en
cada pdgina. De este modo se podria especificar cualquier tanda de 1000
lanzamientos indicando la pagina correspondiente del libro. El parametro
de azar es simplemente el nimero de pdgina, esto es, la semilla.

En general, el resultado del controlador se presenta a menudo cortado
en pedazos de A enteros. Luego se afiade una coma decimal al principio y
cada pedazo se convierte asi en un nimero traccionario U. De este ni-
mero se dice que es una «variable aleatoria uniformemente distribuida
entre Oy I».

En la préctica, el resultado de un generador de conjuntos aleatorios no
es una funcién ni una figura, sino una «gran carpeta» virtual de 2* pagi-
nas, correspondiendo cada una a una sola figura. Como antes, los nime-
ros de las pginas son las semillas.

La analogia botanica implica naturalmente que las semillas son todas
de la misma especie y variedad. Se permite que haya algunas «semillas
anormales» que produzcan plantas atipicas, pero se espera que la gran
mayoria de plantas sean esencialmente iguales y que difieran sélo en los
detalles.

El generador de nimeros aleatorios es el eje de cualquier simulacién.
Al principio estdn las operaciones que implican en cada caso la misma
interfase entre la teoria de los nimeros y la teoria de la probabilidad, y
son independientes de los objetivos del programa. Son ejemplares de
transformaciones deterministas que imitan el azar tal como se describe
en la teoria de la probabilidad. Al final estan las operaciones que varfan
seguin el objetivo de la simulacidn.

El paso de este entorno practico a la probabilidad recurrente hecha y
derecha es de lo mds natural. El cambio principal consiste en que fraccio-
nes con un nimero finito de digitos se sustituyen por nimeros reales. Las
semillas se convierten en los misteriosos «sucesos elementales» que los
probabilistas matematicos denotan por la letra ®. [ Para «traducir» @ en
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una sucesion infinita de variables de control reales, Payley y Wiener
(1934) sugieren la diagonalizacion inversa de Cantor. Il

Invocacion vacia del azar contra descripcion real

En la seccién anterior se argumenta que la teoria del azar no es real-
mente dificil. Por desgracia, tampoco es realmente ficil. Uno se siente
tentado de decir que, para lograr un modelo de costa que no tenga los de-
fectos de la curva de Koch y que conserve sus virtudes, basta con defor-
mar las distintas porciones de la curva y modificar sus tamaifios, todo ello
al azar, y luego encadenarlas todas en un orden aleatorio.

Esa clase de invocacidn del azar se puede permitir en los estudios pre-
liminares, y en nuestros primeros capitulos esto se consentia sin mayor
problema. No es pecado, a menos que se oculte al lector, o que el autor
no lo confiese. Y en muchos casos se puede realizar. En otros, sin em-
bargo, la simple invocacion del azar es un gesto vacio. En efecto, las re-
glas que generan curvas aleatorias aceptables son muy dificiles de descri-
bir, ya que los conjuntos geométricos estdn contenidos en un espacio. Si
solo se varfan al azar las formas, los tamafios y el orden de las partes de
una costa, uno suele encontrarse al final con unas piezas que no encajan
entre si.

Azar sin ligaduras y azar con autoligaduras

Nos topamos, pues, inmediatamente con una distincién informal de
gran importancia practica. Algunas veces nuestro controlador, seguido
por un procesador, puede recorrer los bucles sin necesidad de ir teniendo
que comprobar los efectos de los bucles anteriores, pues no hay temor de
que se produzca un mal emparejamiento. Se puede decir que tales mode-
los implican una forma de azar sin ligaduras. Otras veces, por el contra-
rio, los estadios posteriores de la construccidn estin condicionados por el
resultado de estadios anteriores y/o el azar estd sometido a fuertes autoli-
gaduras por la geometria del espacio.

Como ejemplo de este contraste, los poligonos de 2n lados de una
red, incluyendo los que se autointersecan, plantean un problema facil de
combinatoria. Y se puede generar uno de esos poligonos mediante azar
sin ligaduras. Pero las costas no deben autointersecarse, y el recuento de
las aproximaciones poligonales a una costa es un problema de azar con
fuertes autoligaduras, que sigue escapando a las mejores inteligencias.
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Como los problemas en los que interviene el azar con autoligaduras
son dificiles, los evitaremos, excepto en el capitulo 36.

Variables aleatorias hiperbdlicas

Una variable aleatoria no uniforme X es simplemente una funcién
mondtona no decreciente x=F (). La funcién inversa U= F(x) se deno-
mina la probabilidad Pr(X> x). (Para las discontinuidades de F(x) o de
F-'(u) hace falta hilar un poco mads fino.)

La expresion Nr(U>u)o< u™” tiene un papel muy importante en los ca-
pitulos 6, 13 y 14. Su homdloga en probabilidad, PH(U>u) o< u™®, se de-
nomina distribucién hiperbdlica, y tiene un papel central en muchos de
los capitulos que siguen. La propiedad de que Pr(U>0) =<0 es curiosa
pero no debe causar panico. Resulta ser exactamente tan deseable y ma-
nejable como lo era Nr(U>0) =00 en el capitulo 13. Tendrd que mane-
jarse con cuidado, pero los aspectos técnicos pueden y deben evitarse.

La Dy la Dy tipicas de un conjunto aleatorio

Cuando se trata con conjuntos aleatorios, los conceptos de dimensién
tienen que elaborarse un poco mas. En nuestra «gran carpeta», que retine
una gran poblacién de conjuntos aleatorios, cada pagina es un conjunto,
con unos valores determinados de D y Dy, igual que en los capitulos an-
teriores. Dichos valores varian de una muestra (= pagina) a otra, pero en
todos los casos nos encontramos con que su distribucion es simple.

Hay un grupito de muestras aberrantes («semillas defectuosas») para
las que D toma todo tipo de valores, pero la probabilidad total correspon-
diente a este grupito es nula. Todas las demds muestras se caracterizan
por un cierto valor comtin D al que llamamos «valor casi seguro».

Creo que 1o mismo vale para D, y espero que el tema atraiga la aten-
cioén de los matematicos. ‘

Los valores casi seguros son, en todos los sentidos, «tipicos» de la po-
blacién. Asi, por ejemplo, el valor esperado de D coincide con el valor
casi seguro.

Por otra parte, se deberia evitar pensar siquiera en la dimensién del
«conjunto promedio». Por ejemplo, suponiendo que el lector se haya he-
cho una imagen mental de un paseo aleatorio simétrico, intentemos defi-
nir el paseo promedio. Si es un proceso cuyas posiciones son las medias
de todos los paseos que constituyen la poblacién, entonces este promedio
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no pasea sino que se estd quieto; nunca abandona la posicidn inicial, y
por tanto D=0, [ mientras que para casi todos los paseos se demuestra
(capitulo 25) que D=2. 1 El inico conjunto promedio «seguro» a efectos
de tratar con dimensiones es el conjunto caracterizado por D=2; y esta
definicidn es segura porque es circular.

Cualquier método aplicable a fractales no aleatorios puede ser util en
la evaluacién de D. Pero no hay que olvidar una advertencia que se hizo
en el capitulo 13: si la porcion de un conjunto fractal contenida en una
bola de radio R centrada en un punto del conjunto tiende a tener una me-
dida («masa») que cumpla M(R) < R?, el exponente Q no tiene por qué
ser una dimension.
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22
Estacionariedad condicional y principios cosmograficos

En el capitulo anterior, al insistir en las razones habituales en favor
del azar, no se distingue entre modelos estandar y fractales. En el pri-
mero de estos contextos, aunque la aleatorizacién aporta mejoras consi-
derables, los modelos no aleatorios siguen siendo aceptables a muchos
efectos. Veamos ahora que, en el contexto fractal, el azar es un ingre-
diente necesario para que un modelo sca realmente aceptable.

Invariancia por traslacion, simetria

En este razonamiento interviene el antiguo concepto filoséfico de
simetria, que aqui no se toma en el sentido de simetria axial con res-
pecto a una linea recta, sino en el de una combinacién del significado
griego original de cvppetpie, como «resultante de la conmensuracion
con el todo de varias de sus partes constituyentes» (Weyl, 1952), y el
significado que le dan los fisicos, para quienes simetria es sinénimo de
invariancia. ‘

El defecto esencial de los fractales no aleatorios es que no son lo bas-
tante simétricos. Un primer defecto, formulado en los vocabularios de
distintas ramas de la ciencia, es que es inconcebible que un fractal no ale-
atorio sea invariante por traslacidn, o estacionario, o que no pueda satis-
facer el principio cosmoldégico. '

En segundo lugar, un fractal no aleatorio no puede ser uniformemente
escalante, en el sentido de que s6lo acepta una escala discreta de razones
de semejanza, de la forma #*.

El problema de los cimulos de galaxias es tan importante que esta
discusion se centrard en él, de manera que este capitulo se convertird en
la segunda parte de la contribucién de este ensayo a la astronomia.

294



El principio cosmoldgico

El postulado de que ni el tiempo ni nuestra posicion sobre la Tierra
tienen un papel especial ni central, de que las leyes de la naturaleza tie-
nen que ser las mismas siempre y en todas partes, se conoce como Prin-
cipio cosmoldgico.

Esta afirmacién, formalizada por Einstein y E. A. Milne (North 1965,
pag. 157) se discute a fondo en Bondi (1952).

Principio cosmogrdfico fuerte

Una aplicacién estricta del principio cosmoldgico exige que la distri-
bucién de materia siga precisamente la misma ley independientemente
del sistema de referencia (origen y ejes) empleado en la observacién. En
otras palabras, dicha distribucién debe ser invariante por traslacién.

Hay que poner mucho cuidado en la eleccion de un nombre para de-
notar este corolario. Como no se trata de la teorfa (A0oyos) sino de la des-
cripcién (Ypogn), y como enseguida propondremos una serie de versio-
nes mas débiles, lo mejor es llamarlo principio cosmogrdfico fuerte.

La idea subyacente se encuentra ya en la doctrina de la «ignorancia
instruida» de Nicolds de Cusa (1401-1464): «Dondequiera que uno esté,
piensa que ése es el centro; El centro del mundo estd en todas partes, y
por tanto en ninguna, y su circunferencia no est en ninguna parte».

Principio cosmogrdfico

Sin embargo, la distribucién de materia no es estrictamente homogénea.

La debilitacién mas inmediata del principio consiste en introducir el
azar, en el marco estdndar descrito en el capitulo anterior. El enunciado
resultante es lo que los probabilistas Haman estacionariedad estadistica,
pero para mayor consistencia lo llamaremos principio cosmogrdfico es-
tadistico uniforme: la distribucion de materia sigue las mismas leyes es-
tadisticas con independencia del sistema de referencia.

Un dilema

La aplicacién del principio anterior al arracimamiento galdctico plan-
tea serios problemas. El universo de Fournier del capitulo 9 es, natural-
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mente, muy poco homogéneo, pero uno tendria la esperanza de poder
aleatorizarlo con objeto de satisfacer el principio cosmografico estadis-
tico uniforme. Sin embargo, para conservar el espiritu del modelo, la ale-
atorizacidn tendria que preservar la propiedad de que la densidad aproxi-
mada M(R)R en el interior de una esfera de radio R tiende a O cuando R
tiende a infinito. Por desgracia, esta dltima propiedad es incompatible
con el principio cosmografico estadistico uniforme.

Es tentador asignar menos peso a los simples datos que a todo un
principio general, y concluir que la agregacion jerarquizada debe termi-
nar a partir de un corte superior finito, de modo que todas las fluctuacio-
nes tengan s6lo un dmbito local, y que, al fin y al cabo, la densidad glo-
bal de materia no sea nula.

Para llevar a la prictica esta idea se podria, por ejemplo, tomar una
infinidad de universos de Fournier y distribuirlos de manera estadistica-
mente uniforme. En Peebles (1980) se discute una variante propuesta por
R. M. Soneira.

Estacionariedad condicional

Sin embargo, yo creo que el principio cosmografico estadistico uni-
forme sobrepasa lo que seria razonable y deseable, y que habria que sus-
tituirlo por una versién mas débil, que llamaremos condicional, y que no
se refiere a todos los observadores, sino s6lo a los materiales. Esta ver-
sion mas débil deberia ser aceptable para los astronomos, y quizd la hu-
bieran estudiado ya mucho antes si hubieran sospechado que podia tener
un minimo de interés sustantivo. Y en efecto lo tiene: la forma condicio-
nal no implica ninguna suposicién acerca de la densidad global, y per-
mite tomar M(R) o< RP-3.

Reformulando lo dicho de manera menos enérgica, es dificil, si no
imposible, reconciliar el principio cosmografico fuerte con la idea de que
la distribucion real de galaxias dista mucho de ser uniforme. Por una
parte, si la densidad global de materia, J, del universo es nula, el princi-
pio cosmogrifico fuerte es falso. Y por otra, si 0 es positiva, aunque sea
pequeiia, el principio cosmografico fuerte se cumple asintdticamente,
pero no sirve de nada a las escalas que nos interesan. Se podria preferir
guardarlo en la trastienda, para estar mds tranquilo, o prescindir de lo que
es una fuente potencial de confusiones. Finalmente, se podria decidir su
sustitucién por un enunciado vélido para todas las escalas y que fuera in-
dependiente de si =0 o 8>0. Este tltimo enfoque equivale a subdividir
el principio cosmogréfico fuerte en dos partes.
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El principio cosmogrdfico condicional

DISTRIBUCION CONDICIONAL. Cuando el sistema de referencia satisface
la condicién de que el propio origen de coordenadas es un punto mate-
rial, la distribucién de probabilidad de masa se llama condicional.

HIPOTESIS COSMOGRAFICA PRIMARIA. La distribucion condicional de
masa es la misma para todos los sistemas de referencia condicionados. Y,
en particular, la masa M(R) contenida en una bola de radio R es una va-
riable aleatoria independiente del sistema de referencia.

En el enunciado del principio cosmogrifico condicional se emplean
precisamente las mismas palabras con independencia de si >0 o 6=0.
Esto es satisfactorio desde el punto de vista estético, y tiene la ventaja fi-
loséfica de estar de acuerdo con el espiritu de la fisica contemporanea.
Subdividiendo el principio cosmogrifico fuerte en dos partes, subraya-
mos un enunciado que afecta a todo lo observable, y degradamos una
afirmacion que constituye un acto de fe o una hipétesis de trabajo.

La hipétesis auxiliar de la densidad global de materia positiva
HIPOTESIS COSMOGRAFICA AUXILIAR. Las cantidades
lim,_,  M(R)R y lim,_, (M(R))R™

existen, son iguales (con probabilidad uno) y son positivas y finitas.

El caso estdndar en que >0

Las leyes estadisticas de la distribucion de materia se pueden formular de
distintas maneras. Se puede usar la distribucién de probabilidad absoluta, rela-
tiva a un sistema de referencia arbitrario, o bien se puede usar la distribucién
de probabilidad condicional, relativa a un sistema de referencia centrado en
un punto material. Si se cumple la hipétesis auxiliar anterior, la distribucién
de probabilidad condicional se deriva de la distribucién absoluta por la re-
gla de Bayes. Y la probabilidad absoluta se deriva de la condicional tomando
la media respecto a los origenes uniformemente distribuidos por el espacio.

0 La distribucién uniforme de los origenes integrada sobre todo el es-
pacio da una masa infinita. La distribucién no condicional puede renor-
malizarse para que sume | si, y sélo si, la densidad global es positiva.
Véase Mandelbrot (1967b). I
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El caso no estdndar en que =0

Supongamos que, por el contrario, la hipétesis auxiliar no se cumple;
més concretamente, que lim, ,  (R)R™ se anula. En tal caso, la distribu-
cién de probabilidad absoluta dice simplemente que una bola de radio fi-
nito R escogida al azar estara vacia casi con toda certeza. Por tanto, cual-
quiera que pudiera echar una mirada desde un punto elegido al azar, casi
seguro que no veria nada. Sin embargo, al hombre sélo le interesa la distri-
bucién de probabilidad de masa en el caso del universo real, del que sabe
que la masa no se anula en su entorno. Una vez se ha producido un suceso,
conocer la probabilidad absoluta de que ocurra tiene un interés limitado.

El mismo hecho de que la distribucién no condicional no tenga en
cuenta estos casos la hace muy inadecuada cuando 8=0. Aparte de ser
incompatible con la masa contenida en un fractal de dimensién D <3,
tampoco dice absolutamente nada més alld de 6=0.

La distribucion de probabilidad condicional, por el contrario, distin-
gue entre fractales con dimensiones distintas, entre fractales segtn sean o
no escalantes, y entre otras suposiciones alternativas.

«Sucesos despreciables» no estdndar

El caso no estdndar =0 enfrenta al fisico con un suceso casi seguro
que se puede despreciar, y con un suceso de probabilidad nula que,
aparte de no poder despreciarse, se tiene que descomponer en subsucesos
mds finos.

Esto contrasta de manera absoluta con aquello a lo que estamos acos-
tumbrados. El nimero medio de caras en una sucesion creciente de lan-
zamientos de una moneda sin truco puede no converger a 1/2, pero los
casos en que dicha convergencia no se da tienen probabilidad nula y por
tanto carecen de interés. Cuando en mecdnica estadistica una conclusion
vale casi con toda certeza (como por ejemplo el principio de aumento de
entropia), la conclusion contraria tiene una probabilidad nula y por tanto
es despreciable. Queda claro que el por tanto de las dos tdltimas frases in-
dica precisamente lo contrario de lo que propongo en cosmografia.

Evitacién de la estratificacion

Una segunda forma de simetria se refiere a los cambios de escala.
Cuando las razones de reduccién de las partes de un fractal no aleatorio
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son todas iguales a r, las razones de cambio de escala admisibles son de
la forma #*. Cuando las razones de reduccion de las partes son iy Taeesy
las razones totales admisibles son menos restrictivas, pero tampoco pue-
den elegirse libremente.

En otras palabras, los fractales no aleatorios encarnan una marcada
estructura jerarquica o, como yo prefiero decir, estdn marcadamente es-
tratificados. Algunos modelos estratificados son aceptados por los fisi-
cos, pues son muy manejables desde el punto de vista informético. Sin
embargo, esta caracteristica es filos6ficamente inaceptable, y en el caso
de las galaxias no hay una evidencia directa de la realidad de los ctimu-
los. Esta es la razén de la demanda (especialmente en de Vaucouleurs,
1970) de «la extension del trabajo de Charlier a modelos cuasicontinuos
de fluctuaciones de densidad que sustituyeran el modelo jerdrquico su-
persimplificado original».

Este deseo no puede satisfacerse con un fractal no aleatorio, pero si
con fractales aleatorios, como demostraré mds adelante.

Universos fractales no estratificados con principio cosmogrdfico condi-
cional

Como ya he sefialado, no es muy probable que los astrénomos vayan
a presentar objeciones a priori a la idea de la condicionalidad, y ésta seria
una idea corriente si se reconociera que tiene consecuencias que vale la
pena considerar. Me propongo demostrar que se trata en efecto de una
auténtica generalizacién, y no de un simple refinamiento formal. Con
este objeto, los capitulos 32 a 35 describen construcciones explicitas con
las siguientes propiedades:

— Inducen una densidad global nula.

— Satisfacen el principio cosmogréfico condicional estadistico.

— No satisfacen ninguna otra forma del principio cosmogréfico.

— Son escalantes con respecto a r.

— No son intencionadamente estratificados, sino que introducen una
estructura jerdrquica aparente como corolario de que la dimension es < 2.

— Finalmente, se ajustan a los datos cuantitativos.

Mis modelos satisfacen todas estas propiedades menos la ultima. Por lo
que respecta al ajuste a los datos cuantitativos, éste mejora progresivamente.
Asi pues, basta ordenar mis modelos segtin una complicacion creciente para
obtener un ajuste cada vez mds perfecto al mejor andlisis de los datos.
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Anticipo

Después de aclamar las espléndidas perspectivas abiertas por los frac-
tales totalmente aleatorios, no podemos apresurarnos a contemplar esos
modelos, pues presentan una complicacién matemadtica que es mejor de-
jar para mds adelante. Los capitulos del 23 al 30 se mantienen en un te-
rreno probabilistico comparativamente familiar.
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VIII
Fractales aleatorios estratificados






23
Coagulaciones aleatorias:
racimos de contacto y percolacion fractal

Este grupo de capitulos demuestra que diversos dispositivos de una
simplicidad casi ridicula conducen a fractales efectivamente aleatorios.
En el capitulo 23 se aleatoriza la coagulacién, con un procedimiento em-
pleado para esbozar un modelo de ruido inspirado en el polvo de Cantor
(capitulo 8), un modelo de las galaxias basado en un polvo de Cantor es-
pacial (capitulo 9), uno de intermitencia turbulenta (capitulo 10), etc. La
intencién principal del capitulo 24 es introducir mis garabatos, una nueva
forma aleatorizada de curva de Koch. El capitulo 25 se ocupa del movi-
miento browniano y el 26 define otros fractales por «desplazamiento ale-
atorio del punto medio».

El calificativo «estratificado» del titulo de este grupo de capitulos ex-
presa que, en todos los casos considerados, tratamos con fractales cons-
truidos por superposicién de estratos (en latin, strata), cada uno con deta-
lles mas finos que el anterior. En muchos casos los estratos son jerarqui-
cos. Sin decirlo, los capitulos anteriores tratan exclusivamente de
fractales estratificados. Pero en capitulos posteriores se establece que los
fractales aleatorios no tienen por qué ser necesariamente estratificados.

Los fractales de este capitulo implican una cuadricula o celosia, for-
mada por segmentos, cuadrados o cubos, divididos cada uno de ellos en
bE subsegmentos, subcuadrados o subcubos; b es la base de la celosia.

Polvos lineales aleatorizados

El polvo aleatorio mds simple sobre una recta, que puede mejorar el
modelo cantoriano de los errores visto en el capitulo 8, empieza como la
forma mds simple de coagulacién cantoriana: con una red de segmentos
de base b y un nimero entero N <b. Pero, en vez de partir de un genera-
dor determinado, se parte de una lista de posibles generadores cantoria-
nos, esto es, de todas las distintas alineaciones de N cajas llenas y b—N
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cajas vacias. Cada vez se toma al azar uno de estos generadores, con pro-
babilidades iguales.

Cualquier punto P del grumo se define por una sucesion de segmentos
de «pregrumo» encajados, de longitudes R, =b*. Si la masa total inicial
es 1, cada precodgulo contiene la misma masa R,”. La masa contenida en
el segmento de longitud 2R,, centrado en P, es R,” multiplicado por una
variable aleatoria con valores entre 1 y 2, e independiente de k.

Nétese que los valores de D estdn limitados a los de la sucesién
log (b—1)/log b, log (b—2)/log b,.... Dicha restriccién acostumbra a ser
un inconveniente. Y lo que es més grave, la definicién anterior de coagu-
lacidn es dificil de implementar en un ordenador y de manejar analitica-
mente. Como la principal virtud de la coagulacién reside en su simpli-
cidad, preferiremos una definicién alternativa que vamos a presentar a
continuacion. Para distinguir la definicién de esta seccion la denominare-
mos constrefiida. (En Mandelbrot, 19741, se la denomina microcancnica.)

Polvos lineales por coagulacion aleatoria

Se puede obtener una definicién mejor de coagulacion, tal como se
presenta en Mandelbrot (1974f), donde recibe el nombre de candnica, to-
mando una sucesion de elecciones binarias aleatorias, reguladas por un
simple lanzamiento de moneda. Después de lanzar varias veces la mo-
neda, el primer paso de una cascada decide la suerte que correrd cada uno
de los b subintervalos. Cuando sale cara, cosa que tiene una probabilidad
p <1, el subintervalo «sobrevive» como parte de un pregrumo: en caso
contrario, es eliminado. Después de cada iteracidn, se eliminan los pun-
tos aislados que quedan entre dos subintervalos eliminados de cualquier
longitud. Se trata sélo de un problema menor, pero sus homdlogos en el
plano o en el espacio (rectas aisladas, etc.) darfan lugar a falsas conexio-
nes en ¢l conjunto resultante. El nimero esperado de subintervalos super-
vivientes es (N)=pb=p/r. Luego el proceso se vuelve a repetir con cada
subintervalo, independientemente de los demas.

FORMALISMO DEL PROCESO DE NACIMIENTO. Si llamamos «hijos» a los
subintervalos y «familia» a toda la cascada, tenemos que la distribucién
del mimero de hijos se rige por el conocido proceso de nacimiento y
muerte (Harris, 1963).

El resultado fundamental es la existencia de un valor critico de {N).
Este hecho fue descubierto por Irénée Bienaymé en 1845 (véase Heyde y
Seneta, 1977) y merece llamarse Efecto Bienaymé.

El valor (N)=1 es critico en el sentido de que el nimero N(m) de la
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descendencia presente en la m-ésima generacion se rige por la alternativa
siguiente. Si (V)< 1, es casi seguro que, a la larga, la familia acaba por
extinguirse, en el sentido de que la cascada acaba dando un conjunto va-
cio. Si, por el contrario, (N)> 1, la linea familiar de cada grumo tiene una
probabilidad no nula de prolongarse durante un nimero infinito de gene-
raciones. En este caso, la coagulacion aleatoria da un polvo aleatorio en
la recta.

SIGNIFICADO DE LA DIMENSION DE SEMEJANZA. Como el cociente
log N (m)/log (1/r) es ahora aleatorio, el concepto de dimension de seme-
janza requiere pensar un poco mas sobre el tema. La relacion casi segura,

lim, , log N (m)/log (1/r")
=log (N)/log (1/r),

sugiere una dimension de semejanza generalizada
D" =log (N)/log (1/r)=E-log p/log r.

Con esta D", la condicién de existencia de un conjunto final no vacio,
(N)>1, se expresa en una forma muy razonable: D*>0. Cuando D">0, se
tiene D=D". Una aplicacion formal de esta férmula para (N)< | nos daria
D <0, pero de hecho la dimensién del copjunto vacio es siempre
D=0.

Codgulos encajados con D decreciente

Vamos a construir una serie de codgulos aleatorios de dimensiones D
decrecientes, encajados cada uno en el anterior.

Hay un paso preliminar independiente de D: a cada remolino de cual-
quier orden se le asigna un ndmero aleatorio U comprendido entre O y 1.
Sabemos ya (capitulo 21) que todos estos niimeros en su conjunto equi-
valen a un solo nimero que mide la contribucidn del azar. A continua-
cién se escoge la D y se introduce en la dltima férmula escrita para obte-
ner un umbral de probabilidad, p. Finalmente, la coagulacién se basa en
el siguiente «proceso de decimacidn fractal». Siempre que U>p, el re-
molino es «eliminado» y se convierte en suero, y la misma suerte corren
todos sus subremolinos. Y siempre que U<p, el remolino sobrevive, y si-
gue participando del proceso de coagulacion.

Este método permite seguir todas las caracteristicas del coagulo, el
suero y todos los demds conjuntos interesantes en funcién de una dimen-
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sidn que varia continuamente. Basta con mantener fijos todos los nime-
ros aleatorios U, mientras p disminuye de 1 a 0 y D disminuye de 3 a 0.

Dados los coagulos O, y O,, correspondientes a las probabilidades P,
y P,<P,, con dimensiones D, y D, < D, la transformacién de Q, en Q,
Q, puede llamarse «decimacion fractal relativa» de probabilidad relativa
P,/ P, y dimensién relativa D,—D,. Para llevar a cabo directamente una
decimacion relativa, se buscan los remolinos de lado 1/b pertenecientes a
Q, vy se los deja sobrevivir con la nueva probabilidad P,/ P,. A renglén
seguido se procede de modo andlogo con los remolinos supervivientes de
lado 1/%? etc. Si por decimaciones sucesivas obtenemos una sucesion
O, O e, Qg, las probabilidades relativas se multiplican y las dimensio-
nes relativas se suman... hasta que el valor de la suma es menor que cero,
y @ es el conjunto vacio.

Coagulacion de Hoyle para las galaxias

La coagulacién constrefiida tiene un homologo espacial que puede
servir como realizacién del modelo de coagulacién de Hoyle para la dis-
tribucion de galaxias, ldminas 313 y 314.

La disipacion turbulenta de Novikov-Stewart implica
un proceso de coagulacion

La coagulacién espacial aleatoria se plantea también, sin saberlo, en
un modelo muy primitivo de la intermitencia de la turbulencia. Novikov
y Stewart (1964) suponen que la distribucién espacial de la disipacién es
generada por una cascada: cada estadio toma el precodgulo del estadio
anterior y lo coagula un poco mds, en N pedazos mas pequefios, con una
razén r. Véanse las laminas 315 a 318.

Se trata de un modelo muy tosco, mas atn que el de Berger y Man-
delbrot (1963) para ciertos ruidos excedentes (capitulos 8 y 31). Despertd
poca atencidn y poca adhesion, y por tanto no fue continuado ni desarro-
llado. Pero el desdén con que fue recibido no estd justificado. Mis inves-
tigaciones revelan que muchas caracteristicas de modelos mds refinados,
pero mas complicados, estidn ya presentes en el proceso de coagulacidn.

QUESO. Aunque no deba tomarse literalmente la imagen sugerida por el
término coagulacion, ni por el término complementario suero, podria ser que
la formacién del queso auténtico fuera consecuencia de una inestabilidad
bioquimica, del mismo modo que se supone que la coagulacién de Novikov
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y Stewart es fruto de una inestabilidad hidrodindmica. Sin embargo, no tengo
datos para asegurar que los quesos comestibles son también quesos fractales.

Consecuencias del hecho de que los codgulos
aleatorios sean figuras «intermedias»

Sabemos que las figuras espaciales estindar con ) <3 (puntos, lineas y su-
perficies) tienen un volumen nulo. Lo mismo vale para los coagulos aleatorios.

El drea de los precodgulos presenta también un comportamiento sim-
ple. Si D>?2, tiende a infinito. Si D<2, tiende a cero. Y si D=2, la coa-
gulacién deja dicha area practicamente constante.

De modo andlogo, cuando m — oo, la longitud acumulada de las aristas
de los precodgulos tiende a infinito cuando D> 1y a cero cuando D< 1.

Estas propiedades relativas a las dreas y volimenes confirman que las
coagulaciones con una dimensidn fractal tal que 2 <D <3 estdn a medio
camino entre una superficie ordinaria y un volumen.

[ DEMOSTRACIONES. Son de lo mas simple si la coagulacion estd cons-
trefiida. El volumen del m-ésimo pregrumo es L? " N" = 3(r* =Py el cual
— 0 con la escala interna M= r". Por lo que respecta al area, el caso D<2 se
resuelve determinando una cota superior. El drea del precodgulo de orden
m-ésimo es como maximo igual a la suma de las dreas de los remolinos
que lo forman, pues esta ultima incluye también las caras de subremolinos
que se neutralizan por ser comunes a codgulos adyacentes. Como el drea
de cada remolino de orden m-ésimo es 6L% ¥, el drea total es como md-
ximo 6L " N"=6L? (r*~Py". Cuando D <2, esta cota superior tiende a 0
para m — oo, que demuestra lo que pretendiamos. En el caso D>?2, obtene-
mos una cota inferior si observamos que la superficie de la unién de los re-
molinos de m-ésimo orden contenidos en el precodgulo de orden m-ésimo
contiene al menos un cuadrado de lado r” y drea ", que estd contenido en
el pregrumo de orden (m— 1)-ésimo y no puede ser borrado. Por tanto, el
drea total es mayor o igual que L? " N™='=(L?/ N)(r*"Py" que —> oo con m.
Finalmente, para D=2 ambas cotas son finitas y positivas. 1

Las D de las secciones fractales:
regla de la suma de las codimensiones

Pasamos a estudiar un téma que hemos citado ya en capitulos anterio-
res y que ahora estamos preparados para abordar explicita y plenamente
en un caso especial.
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Recordemos, para empezar, una propiedad estdndar de la geometria
euclidea plana: si la dimension D de una figura satisface D=1, y su inter-
seccién con una linea es no vacia, entonces el valor «tipico» de su dimen-
sion es D— 1. Asi, por ejemplo, una seccién lineal no vacia de un cua-
drado (D=2) es un segmento, de dimensién 1 =D—1. Y la interseccion de
una linea con otra linea (D= 1) es un punto, de dimensién 0=1-1, ex-
cepto en el caso de que ambas lineas coincidan.

Y, en general, las reglas geométricas estandar relativas al comporta-
miento de la dimension para las intersecciones se resumen del modo si-
guiente: si la suma de las codimensiones C=D-E es menor que E, dicha
suma es la codimensién tipica de la interseccidn; en caso contrario, la in-
terseccién es tipicamente vacia. (Animamos al lector a que compruebe
este enunciado para distintas configuraciones de rectas y planos en el es-
pacio.)

Es una suerte que esta regla valga también para las dimensiones frac-
tales. Gracias a ello, muchos razonamientos relativos a los fractales son
mads simples de lo que se podria esperar de entrada. Pero hay que tener
presentes las numerosas excepciones. En particular, vimos en el capitulo
14 que, si cortamos un fractal no aleatorio F por una recta o un plano con
una orientacion convenientemente escogida, la dimensioén de dicha sec-
cidn no siempre es deducible de la dimension de F. Pero, en este aspecto,
los fractales aleatorios son mas simples.

Las D de las secciones de las coagulaciones aleatorias

Para demostrar la regla fundamental en el caso de codgulos fractales,
consideremos las trazas (cuadrados y segmentos) que dejan los remoli-
nos y subremolinos de la cascada de grumos en una cara o una arista del
remolino inicial de lado L. Cada paso de la cascada sustituye un trozo de
pregrumo por un ndmero de piezas que se determina por un proceso
de nacimiento y muerte. Designemos por N, (m) el nimero de ]la descen-
dencia de la m-ésima generacién alineada sobre una arista del remolino
inicial. Segun resultados clasicos, de los que ya hemos hecho uso a lo
largo de este capitulo, se tiene que N, (m) se rige por la siguiente alterna-
tiva. Cuando (N,)=Nr*<1, esto es, D<?2, es casi seguro que la familia
acaba a la larga por extinguirse, con lo que la arista acaba vacidndose, y
por tanto su dimension es cero. En cambio, cuando (N,)> 1, esto es, D>2,
la linea de descendencia de cada remolino tiene una probabilidad no nula
de prolongarse durante un nimero infinito de generaciones. Y la dimen-
sién de semejanza es D—2, debido a la relacién casi segura
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lim,,_,. log N, (m)/log (1/r™)
=log (N,)/log (1/r)=D-2.

Las trazas bidimensionales de los remolinos obedecen al mismo argu-
mento, si cambiamos N, por un N, aleatorio tal que (N,)=Nr. Si (N,)<1,
esto es, D<1, todas las caras de los remolinos acaban por desaparecer a
la larga. Si (N,)> 1, esto es, D>1, la dimensién de semejanza es D—1,
debido a la relacion casi segura

lim,, . log N, (m)/log (1/r")
=log (N,)/log (1/r)=D-1.

La coagulacion constrefiida conduce a idénticas conclusiones. Una confir-
macién adicional de que, por lo que respecta a las intersecciones, la dimen-
sién fractal se comporta igual que la euclidea la tenemos en el hecho de que
la interseccion de varios fractales coagulados de dimensiones respectivas D,
y soportados por la misma trama, satisface E-D=X (E-D,,).

La topologia de los codgulos: racimos

Aun a riesgo de ponerme pesado, reiteraré que las desigualdades basi-
cas D<?2 para las galaxias (capitulo 9) y D>2 para la turbulencia (capi-
tulo 10) no son topolégicas, sino fractales.

En una coagulacién no aleatoria, con E=2 (capitulos 13 y 14), el di-
sefiador controla también la topologia. Entre los codgulos planos conexos
tenemos las alfombras de Sierpinski (D> D;=1), y entre los codgulos es-
paciales conexos tenemos las esponjas (D>D,=1) y las espumas (D> D,
=2). Otros codgulos son los o-racimos o los polvos. Asi, para E=3 y
D>2, que es el caso que interesa en el estudio de la turbulencia, una cas-
cada no aleatoria puede dar D=0 (polvo), D=1 (curvas o G-curvas) o
D,=2 (superficies o ¢-superficies). Si E=3 y D<2, que es el caso intere-
sante en astronomia, D, puede ser 0 o 1.

Por contra, una cascada de coagulacién aleatoria equivale a una mez-
cla estadistica de generadores que casi con toda seguridad impone una
cierta topologia determinada (final del capitulo 21). Por su propia tosque-
dad, la coagulacién es tan simple que es esencial examinar sus prediccio-
nes. El conocimiento actual al respecto es una mezcla de verdades proba-
das e inferencias a partir de evidencias circunstanciales.

DIMENSIONES CRITICAS. La D, del codgulo cambia bruscamente
cuando D cruza ciertos umbrales criticos, que denotaremos por D
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Dy ip-s Dig_1yerir- En Otras palabras, casi nunca se encuentran mezclas de
coagulos formadas por porciones con distintos valores de D.

El umbral mds importante es D_;. Es al mismo tiempo una cota supe-
rior de los valores de D para los que el codgulo es casi con toda seguridad
un polvo, y una cota inferior de los valores de D para los que el codgulo
se descompone casi con toda seguridad en una coleccidn infinita de pe-
dazos disjuntos, siendo cada uno de €stos un conjunto conexo. Por las ra-
zones expuestas en el capitulo 13, dichos pedazos se denominan racimos
de contacto.

El siguiente umbral, D, _,,, separa los valores de D para los que el coa-
gulo es una o-curva de aquellos para los que es una o-superficie, etc.
Cuando la topologia del suero empieza a ser tambi€n interesante, pueden
aparecer nuevos umbrales criticos.

LA DIMENSION DE LOS RACIMOS. Cuando D > D, los racimos de con-
tacto tienen una dimensioén fractal D, <D. Y a medida que D decrece
desde E hasta D, D, disminuye desde E hasta D, > 1, y luego cae re-
pentinamente a 0.

DISTRIBUCIONES DE LOS TAMANOS. Las Pr(A>1), Pr(A >a), etc. se ob-
tienen por sustitucion de Nr por Pr en las férmulas del capitulo 13.

COTAS PARA D, y D,,. Obviamente D_; =21y D, 22. Y en la sec-
cién siguiente se prueba que D, tiene una cota superior menor que E,
lo que demuestra que las definiciones anteriores no estin vacias de con-
tenido.

Ademas, y con independencia de b, valen cotas inferiores mds finas.
Se puede demostrar que una condicidn suficiente para que D,=0es D<1
/2 (E+1). De donde, D, >1/2 (E+1)>1. Y una condicién suficiente
paraque Dysea0o 1 es D<E/2+1.Dedonde, D, ,>E/2+1>2.

Para E=3 tenemos que D<1/2 (E+1)=2, condicién satisfecha (so-
bradamente) por el valor D=1 de Fournier-Hoyle, y por el valor empirico
D~1,23 de las galaxias. Asf pues, un codgulo aleatorio con cualquiera de
estas dimensiones es un polvo, tal como queremos.

La condiciéon D<E/2+1 da D < 2,5 para E=3. Este valor umbral re-
sulta ser también la dimensidén estimada del soporte de la intermitencia
turbulenta. La experiencia nos ensefla que las condiciones suficientes ob-
tenidas sin afinar demasiado rara vez son 9ptimas. Asi pues, podriamos
concluir que el modelo de coagulacién para el soporte de la turbulencia
es menos que hojaldrado.

DEDUCCION DE COTAS INFERIORES. Se basan en el hecho, sefialado en el
capitulo 13, de que los racimos por contacto de la coagulacién se forman
cuando el contenido de las celdas vecinas forma grumos. Consideremos
por tanto la interseccién del codgulo con un plano perpendicular a un eje,
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con una coordenada de la forma ab™®, siendo o y B enteros. Ya sabemos
que, si D> 1, esta interseccion tiene una probabilidad positiva de ser no
vacia. Sin embargo, la formacién de grumos implica un solapamiento en-
tre 1as contribuciones parciales a dicha interseccién de lados opuestos de
un lado de longitud b®. Si la interseccién es no vacia, estas contribucio-
nes son estadisticamente independientes, con lo que su solapamiento
tiene la dimensién formal D*=E-1-2(E~D)=2D~E~-1.

Cuando D" <0, es decir, cuando D<1/2 (E+ 1), las contribuciones no
se solapan. De lo que se sigue que el codgulo no puede contener ninguna
curva continua que cruce nuestro plano, y D,<1.

Cuando D"< 1, esto es, cuando D< E/2 + 1, el solapamiento, si lo hay,
no puede contener ninguna curva. De ahi que el coagulo no pueda conte-
ner ninguna superficie continua que cruce nuestro plano, y D, <2.

Cuando D*<F, con F>1, es decir, cuando D<1/2 (E+1+F), el
mismo argumento sirve para excluir la posibilidad de una hipersuperficie
de dimensién D, =F.

Aceptados estos resultados, el resto de la demostracién de las desi-
gualdades anteriores es inmediato: cuando el codgulo contiene una curva
(o una superficie), cualquier punto P de la misma estd contenido en una
caja de lado b®, que es intersecada por la curva (o superficie) en algiin
punto (o curva). Se descubre que, casi con toda seguridad, tal punto (o
curva) no existe cuando D<1/2 (E+1) (0o D<E/2+1).

Racimos fractales percolantes

Para seguir con esta discusion topoldgica es mejor emplear el vocabu-
lario propio de la percolacion. Segin la definicién del capitulo 13, se
dice que una figura trazada en el interior de un cuadrado o un cubo per-
cola si contiene una curva conexa que una dos lados opuestos del cua-
drado o dos caras opuestas del cubo. La percolacion se plantea normal-
mente en el contexto de Bernouilli discutido en los capitulos 13 y 14.
Pero surge también el mismo problema en el contexto de los fractales
aleatorios. Aqui lo plantearemos para codgulos aleatorios.

El hecho fundamental es que, si una figura es un 6-racimo, percola si
lo hace uno de sus racimos por contacto. Cuando los racimos por con-
tacto son fractales y sus longitudes siguen una distribucién hiperbélica
sin escalas preferidas, la probabilidad de percolacién es independiente
del lado del cuadrado, y no degenera a 0 ni a 1. En la percolacién de Ber-
nouilli, el «cuando» de la frase anterior se satisface para el estrecho mar-
gen p=p .. En la percolacién a través de un codgulo fractal, el margen se
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amplia hasta D>D,_;. Y esta es una diferencia considerable. Sin em-
bargo, la comprensién de la percolacion de Bernouilli sirve para entender
mejor la percolacidn de los codgulos, y viceversa.

UNA COTA SUPERIOR DE LA D, Razonaré ahora que, si 523, D_; cum-
ple que bP<"'> pE+Y2bE~! Concretando més, cuando N es fijo (coagula-
cién constrefiida), esta condicidn hace que la percolacién sea casi segura.
En la coagulacién sin ligaduras, esta condicidn asegura que la probabili-
dad de que no haya percolacidn es positiva, aunque pequefia.

Consideremos en primer lugar el caso de un N no aleatorio. La condi-
ci6n mas restrictiva b~ N=Y2 b£~'— 1 implica que no hay ninguna posi-
bilidad de que cualquier cara que separe dos celdas del pregrumo no
sobreviva. Aun en el peor de los casos, suponiendo que todos los subre-
molinos que perecen se alinearan sobre dicha cara, su nimero es tan pe-
quefio que es seguro (no casi, sino absolutamente) que ningin camino
llegard a desconectarse. Si se impone la condicién mds débil b-N =
Y2bE -1, el mismo resultado ya no es absolutamente seguro, sino casi se-
guro. La coagulacién resultante estarda formada por hojas que envuelven
huecos separados entre si y llenos de suero. Dos puntos del suero sélo
pueden conectarse si estdn en el mismo hueco. La topologia es, con casi
toda seguridad, la de una alfombra de Sierpinski, o la de una espuma (ca-
pitulo 14).

Si se aplica la misma condicién a la coagulacién sin ligaduras, la no
percolacién ya no es un suceso imposible, sino improbable.

Examinemos ahora ejemplos numéricos con E=2. Cuando =3, la
mds débil y util de las condiciones anteriores nos da N > 7,5, que tiene
s6lo una solucion N=8 (jel valor correspondiente a la alfombra de Sier-
pinski!). A medida que b — o, la cota superior anterior a la D__ se va
acercando cada vez mds a 2.

COTA INFERIOR PARA D_,. Cuando b>>1, D, > E+log,p_, donde p_;
es la probabilidad critica de la percolacién de Bernouilli. Esta cota se basa
en que el primer paso de una coagulacion fractal aleatoria equivale a em-
baldosar un suelo de Bernouilli con unas baldosas cuya probabilidad de
ser conductoras es b°~E. Si esta probabilidad es menor que p_;, la probabi-
lidad de que el suelo sea conductor es pequefia. Y si lo es, es probable que
se deba a una sola hilera de baldosas conductoras. El segundo paso de la
coagulacién fractal aleatoria construye un suelo de Bernouilli sobre cada
baldosa conductora del primer paso, con la misma probabilidad b~ £. Y
es muy probable que este paso destruya el camino percolante.

Cuando b— =, la nueva cota tiende a E, y en su dominio de validez (b
>1) supera la cota 1/2 (E+1). Por tanto, D, —E.
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FiG. 313y 314. Realizacion del modelo de Hovle (dimension D= 1)
por coagulacion aleatoria en una parrilla.

En el modelo de Hoyle (capitulo 9) una nube de gas de muy baja densidad
colapsa varias veces para formar cimulos de galaxias, galaxias y as{ sucesiva-
mente. La descripcidn de Hoyle es, sin embargo, demasiado esquematica, y
para su realizacion geométrica efectiva hay que afhadir algunas suposiciones
concretas. En estas ldminas se presenta una proyeccién plana de la realizacién
mds simple.

FIGURA 314. Un cubo iniciador de lado | se subdivide en 5°=125 subcubos
de lados 57! los cuales se subdividen a su vez y asi sucesivamente hasta 125
subcubos de k-ésimo orden, de lado 57* cada uno de ellos. En el k-€simo estadio
de la cascada, la materia contenida en un subcubo de (k- 1)-ésimo orden se
concentra en 3 subcubos de orden k-ésimo, que llamaremos k-pregrumo. La co-
agulacién de Hoyle reduce siempre la dimensién de D=3 aD=1.

En esta ldmina se representan superpuestos los tres primeros estadios, y se
emplean tonos de gris cada vez mas oscuros para indicar densidades crecientes
del gas. Comparada con Hoyle (1975, pag. 286) esta lamina puede parecer un
tanto tosca. Pero se ha dibujado cuidadosamente a escala porque los temas re-
lacionados con la dimensién requieren una gran precision.

Como presentamos una proyeccion plana de una coagulacion, no es raro
que dos cubos se proyectén sobre el mismo cuadrado. En el limite, no obs-
tante, las proyecciones de dos puntos casi nunca coinciden. El polvo es tan
poco denso que el espacio es practicamente transparente.

FiGURA 313. Aqui se representa sélo el cuarto estadio de la coagulacién
(con una semilla distinta). No queda ningtn rastro de la parrilla subyacente, lo
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que es una suerte porque en la naturaleza tampoco hay evidencias de una tal
parrilla (capitulo 27). En este ejemplo, la parte superior del remolino, que
queda cortado por el borde de la pgina, estd vacia.

CONTROL DE LA LAGUNARIDAD. El concepto de lagunaridad, que se pre-
senta en el capitulo 34, sc puede aplicar directamente a la coagulacién aleato-
ria sobre la recta y la coagulacién de Hoyle. Si el valor N=5 de Hoyle se susti-
tuye por el valor «real» de Fournier de N=10? (figura 139), la lagunaridad de
la coagulacion aleatoria obtenida resulta muy pequeiia.
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Fic. 315 a318. Coagulaciones aleatorias de Novikov.Stewart en una
parrilla plana (dimensiones comprendidas entre D = 1,5936 y
D = 1,9973) seguidadas de percolacion

La cascada de Novikow-Stewart nos sugiere una idea general de cémo la
disipacién turbulenta se concentra en un volumen relativamente pequefio. La
idea bésica es muy parecida a la cascada de Hoyle que se ilustra en las dos 14-
minas anteriores, aunque los valores de la dimension fractal D son muy distin-
tos. Para las galaxias D ~ 1, mientras que para la turbulencia D > 2, con D en-
tre 2,5 y 2,6, es una buena conjetura. Estas ldminas ilustran varios valores dis-
tintos de la dimensién, con objeto de dar una mejor idea genérica del proceso
de coagulacién. En los cincos casos tomamos r=1/5y -

N=5x24, N=5x22,N=5x19,N=5x16yN=5x13,

respectivamente. Por tanto, los valores de las dimensiones son




¥ D=1.8505

D=1+log?24/log25=29973; D=2,9426; D =2,8505; D=2,7227 y
D =2,5936

El suero se representa en gris y el codgulo en blanco y negro. La parte
blanca es un racimo de contacto precolante, a saber, las partes conexas que to-
can tanto la parte superior como la inferior del grafico. La parte negra rine los
racimos de contacto restantes.

Dado que en la turbulencia se tiene D > 2, estos codgulos son esencial-
mente opacos y (al contrarior que los de Hoyle) estas ldminas representan sus
secciones planas, cuyas dimensiones son

D=19973; D=1,9426; D=1,8505; D =1,7227y D = 1,5936
La esquina inferior derecha de la lamina ilustra el caso D ~1,9973, que ca-

rece de detalles interesantes. El resto de la ldmina ilustra el caso D ~1,9426.
El programa generador y la semilla son los mismos en los cinco casos, y se
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puede advertir la desaparicién progresiva de los grises. Se empezd amonto-
nando al azar los 25 subrremolinos de cada remolino. Luego, para valores en-
teros sucesivos de 5” = N, se «agrisaron» los primeros 25-N subrremolinos del
montén.

Para las dos dimensiones menores no hay percolacién. Con N = 19 hay un
poco de negro y mucho blanco. Unas pocas semillas ya dan percolacion para
N = 18. Pero los estadios representados en esta ilustracion son demasiado ba-
Jos para permitir una estimacién fiable de D,
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24
Cadenas aleatorias y garabatos

El capitulo anterior describe la forma de aleatorizar la coagulacién
sin tocar la trama espacial subyacente de base b. En una coagulacién ale-
atoria, el «material» que se encuentra en una celda de la red en el paso k-
ésimo permanece en ella por siempre jamds, en tanto que su distribucién
se hace cada vez menos uniforme. El proceso es muy simple, pues la evo-
lucién de cada celda es independiente de lo que ocurra en las demas. Sin
embargo, hay que dejar que el azar y las propiedades del espacio deter-
minen la topologia de los fractales resultantes.

En este capitulo se muestra cémo se pueden imponer condiciones al
proceso de coagulacion para que la fractal resultante tenga unas determi-
nadas propiedades de conexién. Asi, por ejemplo, si se pretende modelar
una costa o el curso de un rio, se necesita una curva «autoevitante». En
otro campo totalmente diferente, el de la ciencia de polimeros, encontra-
mos otro ejemplo: una molécula sumamente larga flotando en un buen
disolvente se mueve erraticamente pero, como es obvio, le estd prohibido
ocupar la misma porcién de espacio mas de una vez.

En los métodos iterativos que garantizan que el conjunto resultante
del proceso de coagulacién serd conexo y autoevitante, el iniciador sigue
siendo un dominio plano, pongamos un cuadrado, y el generador también
es un conjunto de dominios mas pequefios contenidos en el iniciador. En
el capitulo 23 la dnica condicién sobre dichos dominios era que no se so-
laparan, aunque estaban permitidos los vértices o lados comunes. En este
capitulo, por el contrario, se impone la existencia de vértices o lados co-
munes.

El caso de vértices comunes, que examinaremos en primer lugar, es el
de las «cadenas aleatorias» que nos dan una generalizacién directa de
ciertas curvas de Koch y de Peano.

El caso de lados comunes da una familia de fractales mucho mads
atractiva e interesante, que fue introducida en Mandelbrot (1978r,
1979c¢). Algunas de ellas son «curvas simples» autoevitantes y sin ramifi-
caciones, otras son bucles y otras drboles. El proceso de construccion se
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puede generalizar a superficies. Propongo para estas figuras el nombre de
garabatos.

La razén principal para preferirlos a las cadenas aleatorias es que su
menor versatilidad parece reflejar una propiedad fundamental del espa-
cio.

Los garabatos lineales son modelos toscos de polimeros lineales y de
cursos fluviales, mientras que los garabatos que forman bucles son mo-
delos de costas, y los garabatos ramificados de drboles fluviales.

Cadenas aleatorias y curvas en cadena

Se puede considerar que los dominios en blanco de la ldmina 71 for-
man una cadena de tridngulos unidos por los vértices. En la siguiente
etapa de la construccidn, cada triangulo es sustituido por una subcadena
contenida totalmente en su interior, de lo que resulta una cadena de tridn-
gulos menores unidos por un solo punto. Esta sucesion de cadenas enca-
jadas converge hacia la curva de Koch. (El procedimiento recuerda las
cadenas de Poincaré del capitulo 18.)

De este mismo modo se pueden construir muchas otras curvas de
Koch, como, por ejemplo, el tamiz de Sierpinski de la lamina 204, cuya
cadena es la figura que se obtiene eliminando las tremas triangulares cen-
trales.

Este método de construccion se puede aleatorizar facilmente, por
ejemplo sustituyendo cada tridngulo, bien por dos tridngulos con r=1/ V3,
como en la ldmina 71, bien por tres tridngulos con r=1/3.

Los garabatos mds simples (Mandelbrot, 1978r)

La curva «garabato» mas simple es una curva fractal aleatoria dise-
fiada en Mandelbrot (1978r, 1979¢) y estudiada también por Peyriére
(1978, 1979, 1981). Es un modelo de curso fluvial trazado segin unas fi-
guras bien conocidas en geografia y en geologia, que muestran los suce-
sivos estadios de un rio que va excavando su valle, definiendo su curso
con una precisién creciente.

Antes del k-ésimo estadio de excavacion, el rio fluye por un valle
«pregarabato» formado por celdas de una red triangular regular de lado
2 -k, Naturalmente, ninguna celda de la red puede ser visitada dos veces,
y cada celda del valle debe estar en contacto con dos vecinos a través de
un lado comtin, mientras que el tercer lado estd «bloqueado».
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El k-ésimo estadio de la excavacioén sustituye este pregarabato por
otro mas detallado dibujado sobre una celosia interpolada de lado 27%'.
Estd claro que el pregarabato de orden (k+ 1) incorpora necesariamente
la mitad de cada lado compartido entre dos celdas de orden k. Y se cum-
ple también un enunciado inverso mds fuerte, a saber: la posicién de las
mitades compartidas (no bloqueadas) determina sin ambigiiedad el pre-
garabato de orden (k+1).

GARABATOS SIMETRICAMENTE ALEATORIOS. Témese al azar el medio
lado a bloquear, con la misma probabilidad para ambas alternativas posi-
bles. El nimero de enlaces de orden (k+ 1) contenidos en un enlace de
orden k es 1, con probabilidad 1/4, o 3 con probabilidad 3/4. El nimero
medio es, pues, 2,5.

A cada paso el valle se hace cada vez mds congosto, convergiendo
asintéticamente hacia una curva fractal. Naturalmente conjeturé que la
dimension del limite seria D=10g2,5/log2=1,3219. La demostracién
(bastante delicada) se encuentra en Peyriere (1978).

GARABATOS ASIMETRICAMENTE ALEATORIOS. Dividase cada lado en dos
mitades y sea p#1/2 la probabilidad de que el subvalle cruce la «mitad
de la izquierda». Esta puede definirse en relacién a un observador orien-
tado rio abajo o a uno situado en el centro del tridngulo a subdividir. En
el primer caso, D=log[3~p?~(1~-p)*]/log 2, y varia entre 1 y log 2,5/
log 2. En el segundo caso, D =log[3-2p(] —p)]/log2, variando entre
log 2,5/1og 2 y log 3/log 2. En conjunto se pueden alcanzar todos los va-
lores de D comprendidos entre 1 y log 3/log 2.

Celosias y garabatos alternativos

Usando otras celosias interpoladas se obtienen garabatos alternativos.
La generalizacién es inmediata siempre y cuando el conocimiento de los
segmentos por los que un pregarabato de orden (k+ 1) cruza los lados co-
munes a las celdas de orden & baste para identificar el pregarabato de or-
den (k+1). Un ejemplo lo tenemos en una celosia rectangular, en la que
el cociente entre el lado largo y el corto es Vb, y la interpolacién se hace
sustituyendo cada celda por otras b semejantes a ella, dispuestas trans-
versalmente.

Pero este no es el caso de las celosias triangulares, cuyas celdas se
subdividen por interpolacién en b?29 tridngulos, ni el de las celosias
cuadradas, cuyas celdas se subdividen en b?>>4 cuadrados. En ambos ca-
sos la interpolacién de los pregarabatos precisa de pasos adicionales.

Si b=3, en el caso de los tridngulos, o b=2, en el de los cuadrados,
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basta con un paso extra muy natural. En efecto, considérense los cuatro
«rayos» irradiados desde el centro del cuadrado que lo dividen en cua-
tro cuadrados menores, o 10s seis rayos que sirven para dividir el tridngulo
en nueve triangulos menores. Tan pronto se bloquea uno de estos rayos,
el subvalle queda completamente determinado. En mi definicién de los
garabatos, el rayo bloqueado se escoge al azar, con idénticas probabilida-
des para todas las alternativas. Se tiene que D ~1,3347 para los tridngulos
que se dividen en 9, y que D ~1,2886 para los cuadrados que se dividen
en 4. Si recordamos que los garabatos mas simples dan D~1,3219, obser-
vamos que la D de un garabato es casi universal: proxima a 4/ 3.

Si se divide un tridngulo o un cuadrado en b? partes, con b>3 para el
tridngulo o b>2 para el cuadrado, hacen falta mds especificaciones para
determinar el subvalle, con lo que la construccion tiene una componente
arbitraria creciente. En el espiritu de la discusion de la seccién siguiente,
acaban por perderse los méritos de ]a construccién por garabato.

Comparacion de las curvas en cadena y las curvas garabato

Detengdamonos ahora para recordar que, si se obtiene una curva frac-
tal por el método de las cadenas de Cesaro o por el método original de
Koch, el error cometido al truncar el proceso se reparte a lo largo de la
curva de un modo muy heterogéneo. El hecho de que algunos puntos se
alcancen con una precision infinita al cabo de un nimero finito de esta-
dios puede resultar ventajoso. Le sirvié a Koch, por ejemplo, en su biis-
queda de la curva mds simple que carece de tangente en todos sus puntos.
Pero el significado esencial del concepto de curva queda muchisimo mas
claro cuando ésta se presenta como Iimite de una banda de anchura uni-
forme. Mis curvas garabato satisfacen este desideratum.

Otro elemento de comparacion tiehe que ver con el nimero de deci-
siones arbitrarias que debe tomar el «disefiador» en cada paso. El enfo-
que de fractales a lo Koch es muy potente, tanto si son aleatorios como si
no (en particular, se consigue cualquier D que se quiera con una simple
curva), pero implica un gran nimero de elecciones concretas por parte
del disenador, que no tienen una motivacién independiente. La base b es
especialmente no intrinseca.

Después de haber padecido la aridez de los modelos euclideos de las
formas rugosas que se dan en la naturaleza, el que las fractales nos libe-
raran de esta incuestionable inconveniencia fue un motivo de alegria.
Pero en el estado actual de la teoria tenemos que superar la euforia inicial
y arreglarnos con menos decisiones arbitrarias.
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A la luz de este comentario, el hecho de que la construccién por gara-
batos esté mucho mas condicionada por la geometria del plano (en el
sentido de ser menos versétil que la construccion por cadenas) resulta ser
una virtud.

La dimension D~4/3

En particular, hay que tener presente que la dimension de los garaba-
tos es D~4/3. El hecho de que este valor se encuentre también en el ca-
pitulo 25 (Idmina 343) y en el capitulo 36, no puede ser fruto de una
coincidencia, y puede llevarnos finalmente a la comprensién de aspectos
fundamentales de la estructura geométrica del plano.

Garabatos ramificados

Volvamos a la construccién del curso de un rio. Una vez sustituido el
intervalo triangular de un valle por un subvalle formado por 1 o 3 sub-
tridngulos, imaginemos que los 3 o 1 subtridngulos restantes desaguan en
el nuevo subvalle. El patron de drenaje queda totalmente determinado.
Los puntos por los que los afluentes cruzan las divisorias entre tridngulos
son escogidos por el mismo procedimiento empleado para el rio princi-
pal. La construccion resultante converge hacia un drbol que llena un
tridngulo al azar, como se ve en la figura.

Dos casos ilustrativos

Es interesante, y quiza incluso significativo, que un modelo tan tosco
como mis garabatos lineales bastara para explicar —aunque solo sea
aproximadamente— las dimensiones observadas de los rios.

Y también da la dimensién del modelo mas corriente de polimero li-
neal altamente diluido, el paseo aleatorio autoevitante sobre una celosia
(PAAE, capitulo 36).

La razén por la cual las ligaduras derivadas de la geometria del plano
son muchisimo mads faciles de manejar en el caso de los garabatos que en
el PAAE tiene que ver obviamente con el hecho de que los garabatos se
construyen por interpolacién. -
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Superficies garabato

Se definen en un cubo que se subdivide en b* subcubos. He encon-
trado procedimientos apropiados de «bloqueo» que determinan univoca-
mente una especie de edredén de espesor constante pero decreciente. Por
desgracia, el algoritmo es demasiado largo para reproducirlo aqui.
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F1G. 325. Costa aleatoria de Koch (dimension D= 1,6131)

En muchos casos se puede obtener una curva de Koch con una D prescrita
y sin puntos de autocontacto mediante diversos procedimientos, manteniendo
la misma trama global y el mismo iniciador. Supongamos ademas que por lo
menos dos generadores distintos encajan en el mismo esquema global. En tal
caso es facil aleatorizar la construccién escogiendo al azar entre dichos gene-
Tadores. Se puede, pot jempio, diteriar 1os dod SENRIadoes Siguitnies

1
El resultado es el que se muestra sobre estas lineas.
La forma global de una isla de Koch aleatoria construida de este modo de-
pende mucho de la figura inicial. En particular, todas las simetrfas de la misma
se mantienen visibles a lo largo de todo el proceso. Por esta razén, y otras

apuntadas en el capitulo 24, la barajadura aleatoria de las partes de una curva
de Koch es un método de alcance limitado.
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FiG. 326. Curva aleatoria de Peano (dimension D=2)

El siguiente generador, aplicado al iniciador [0,1], proporciona una manera
de barrer un tridngulo

VBN

La posicion del generador depende de la parldad del segmento del tera-
gono. Sobre los lados impares, el generador (directo) se coloca a la derecha. Y
sobre los pares, el generador en su forma inversa (ldmina 103) se coloca a la
izquierda. El método de aleatorizacion seguido aqui consiste en escoger al azar
estos puntos focales. En este ejemplo, la distribucion es simétrica con respecto
al punto medio. Cada subtridngulo se subdivide luego en cuatro, independien-
temente de sus vecinos e indefinidamente.

Para facilitar el seguimiento del terdgono, cada intervalo se sustituye por
dos, afladiendo como punto extremo el centro de dicho intervalo.
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FiG. 327.  Tridngulo y curva garabato

Aquf se ilustra el garabato mds simple mediante una superposicion de va-
rios diagramas. El orden de dichas figuras €s el indicado por las distintas tona-
lidades de gris, de la mds clara a la mas oscura. La ilustracién empieza con €l
tridngulo gris claro y acaba con una curva en negro. La escala de las etapas 6 a

10 es mayor que la de las etapas 0 a 5. En el texto se describen los distintos pa-
SOS sucesivos.
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FiG. 328.  Una costa garabato hexagonal

Esta Idmina enlaza seis garabatos formando un circuito autoevitante. La di-
mension es muy proxima a D=4/3. Este valor también se da en gran nimero
de casos autoevitantes, por ejemplo en la frontera del casco browniano de la 13-

mina 343, cuyo parecido con un garabato hexagonal es particularmente digno
de mencién.
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Aqui crea Dios los circulos, las ondas y los fractales
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FiGs. C1, C3y C16. Tres grandes artistas del pasado ilustran
la naturaleza, y con ello llevan al lector a la puerta de los fractales

Esta seccion es un libro-dentro-del-libro y su objeto es que, si «ver es creer»,
ver en color puede producir una conviccién mas intensa adn, por muy torpes que
fueran nuestros primeros esfuerzos con este medio. De ahf que los pies de figura
de esta seccidn sean en cierto modo independientes del resto.

La Geometria Fractal de la Naturaleza mezcla las matematicas y la ciencia nece-
sarias para tratar ciertas clases amplias y generales de formas naturales. Aunque mu-
chas de estas formas son bastante comunes, los autores del pasado rara vez hablan de
los problemas que plantean. Las laminas C1, C3 y C16 son vivos ejemplos de los
asuntos tratados por la geometria fractal.

Fic. C1. LA PORTADA DE UNA BiBLE MoraLISEE. El periodo de la historia eu-
ropea occidental centrado en 1200, aunque estancado en cuanto a ciencia y filo-
soffa, registré una actividad exuberante en ingenieria. En una época que levanté
las grandes catedrales géticas, ser maestro albafiil era una vocacién superior. Asf,
las Bibles Moralisées illustrées de esa época (Biblias con «historietas») a menudo
representan al Seflor sosteniendo compases de albaiiil (Friedman, 1974). La l4-
mina C1 es la portada de una famosa Bible Moralisée, escrita entre 1220y 1250,
en el dialecto francés hablado en la Champagne oriental. Se encuentra ahora en
la Biblioteca Nacional Austriaca de Viena (cédice 2554), con cuya autorizacion
se ha reproducido aqui. La leyenda reza:

Ici crie dex ciel et terre

Soleil et lune et toz elemenz

[Aqui crea Dios el cielo y la tierra

el sol y la luna y todos los elementos]

Percibimos tres clases de formas distintas en este mundo recién creado: circu-
los, ondas y unos «culebreos». Los estudios de los circulos y las ondas se han
aprovechado de una colosal inversion de esfuerzo humano, y constituyen los mis-
misimos cimientos de 1a ciencia. En comparacidn con ellos, esos «culebreos» han
permanecido practicamente intactos. El objeto del presente libro es afrontar el
reto de construir una geometria natural de ciertos «culebreos» que se llamardn
«fractales». Uno de los rasgos mds atractivos de esta ldmina es que pide al cienti-
fico que «tome la medida del universo». Aplicar compases de puntas a los circu-
los 0 a las ondas es una tarea que habia resultado ficil desde mucho tiempo atras.
Pero ;qué ocurre cuando aplicamos el compds a los culebreos de esta ldmina ... o
a las costas de la Tierra? El resultado es inesperado; se discute en el capitulo 5, y
en capitulos posteriores exploramos sus consecuencias, guiando de ese modo al
lector por una senda que se podria decir que atraviesa la ciencia.

Fic. C3. EL Diruvio, DE LEONARDO DA VINCI. (De las Windsor Castle Collec-
tions. Reproducido por amabilidad de Su Majestad la Reina.) Uno de los muchos
dibujos en los que Leonardo representd una corriente de agua por superposicion de
remolinos de muchos tamafios distintos. La ciencia no fue consciente de esta es-



tructura de remolinos hasta que fue parcialmente formalizada por Lewis F. Ri-
chardson en los afios veinte, con su imagen «escalante» de la naturaleza de la turbu-
lencia. Sin embargo, esta imagen derivd enseguida hacia una busqueda de férmu-
las, perdiendo con ello todo sus tintes geométricos, y resultando también de una efi-
cacia limitada. La teoria expuesta en este libro permite el regreso de la geometria al
estudio de la turbulencia, y muestra que muchos otros dmbitos de la ciencia son ge-
ométricamente muy parecidos entre si y pueden manejarse con técnicas afines.

EL CONCEPTO DE FRACTAL. Reuni algunas figuras geométricas cuya forma es
muy irregular y fragmentada, y acufié el término fractal para designarlas. Los
fractales se caracterizan por la coexistencia de rasgos distintivos de todos los ta-
maifios lineales imaginables, entre cero y un mdximo, para el que pueden darse
dos casos. Cuando el fractal estd acotado, el tamafio mdximo de los rasgos es del
orden de magnitud del tamaiio global del fractal. Cuando se dibuja una parte de
un fractal no acotado en el interior de un cuadro de lado €, los rasgos del dibujo
tienen un tamafio maximo del orden de Q. En las laminas C5 a C15 se presentan
ejemplos de fractales construidos matematicamente. Los fractales protagonizan
dos historias distintas, separadas en el tiempo por casi un siglo de diferencia, y
entre estas dos épocas su papel cambid totalmente. En la primera etapa, algunos
fractales (no los que ilustran esta seccion) se diseilaron exprofeso para corroer
los cimientos de la matemética predominante. Todo el mundo veia estos conjun-
tos como «monstruos». Mientras el resto de la matematica (Sigue en pdg. C16)



G, C5. Dragon fractal autocuadrado

Por rimbombante que resulte este diseiio, el fondo negro se debe considerar
como un ¢jemplo de arte minimalista en grado extremo. En efecto, la formula

{zlim, , _If, ()= oo, donde f(z) = Az(1 — 2)},

es todo lo que hace falta para duplicar el fondo en cuestion con una precision to-
tal y absoluta. Explicaré esta férmula: una vez escogido el ndmero complejo A
que determina la «funcién generatriz» f(z), construimos f5(z) — f(f(z)), luego f3(z)
= f(f,(2)). esto es f5(z) = f(f(f(2))), y asi sucesiva e indefinidumente.

El ndimero complejo A que da lugar a esta ldmina es ~1,64 + 0,96i. Estd claro
que no ha sido escogido porque si. La forma del dragén es muy sensible al valor
de A, pero una teoria especial desarrollada por mf (esbozada en el capitulo 19)
permite elegir A de modo que uno obtenga el dragén que desea de entre muchas
y muy variadas posibilidades.

LLAS «PIEDRAS». En cuanto al disefio que resalta sobre el fondo negro, esti for-
mado por 25 clases de «piedras», definidas cada una por

{zlim, | fs(2) = 2.},

donde los 25 niimeros complejos z, son raices de la ecuacion f5(z) = z, y ademds
satisfacen la ecuacién I(d / dz)f55 ()l < 1.

Si se mira atentamente, se pueden ver 5 tonalidades distintas de rojo, 5 de
azul, etc. Este esquema de coloreado se ha elegido asi porque los 25 valores
de z, se ordenan en 5 «géneros», formados a su vez cada uno por 5 «especies».
Asignamos un color a cada género y una tonalidad o intensidad a cada especie.
Asf, por ejemplo, las 5 especies de oro se extienden a lo largo del cuerpo princi-
pal dorado del dragén, y se retinen en los talles de avispa de este cuerpo.

UNA CARA ANTES OCULTA DE LA MATEMATICA CLASICA. La formula de f(z) es
tan breve y parece tan carente de interés (porque procede de un capitulo elemen-
tal del cdlculo), que poco se esperaba de ella. As{ pues, ver una figura de esta
clase en la pantalla del ordenador produjo sorpresa y también una fuerte conmo-
cion estética. “ - o

El andlisis matemadtico cldsico (que es la forma mds avanzada del cilculo)
habfa gastado una broma a todos aquellos que o lo amaban o lo odiaban. Se nos
han revelado ahora dos caras muy distintas del analisis. La que se nos habia es-
tado mostrando durante siglos, y que se habia convertido en su orgullo (o su
maldicién), era irremisiblemente austera. Pero yo demuestro que el andlisis tiene
también una cara oculta que a menudo es sorprendentemente atractiva y alegre.

El respeto y la admiracién por los grandes maestros del andlisis austero hacen
que uno se apresure a decir que la complicacién extrema del perfil de este tercio-
pelo negro no fue una sorpresa para el puilado de matematicos (al que yo tuve la
~ suerte de pertenecer) que estaban al tanto de los «antiguos» trabajos (la mayoria
en torno a 1920) de Pierre Fatou y Gaston Julia. Pero la complicacién de esas fi-
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guras habia contribuido a aumentar la severidad del andlisis, y nada hacia esperar
que tantos espectadores pudieran percibir como bella esta complicacion.

ALGORITMOS QUE CONTIENEN UN BUCLE. Los descubrimientos de Fatou y Julia
confirman, en efecto, que con una herramienta muy simple (considéresela un
cincel de escultor) se puede crear un artificio muy complejo, siempre y cuando
la herramienta pueda aplicarse repetidamente. Aqui la herramienta es la funcién
f(z) con la que se generan las funciones f,(z).

Por tanto, no tratamos aqui de una operacion que se realiza una sola vez, y
que se detiene cuando se ha acabado, sino de una operacion que se realiza, luego
se repite, etc. Esas funciones iteradas son ejemplos de rutinas o bucles, que a
cada paso pueden iniciar una nueva tarea.

Los programas con bucles mds simples son lineales, y eso significa que van
afiadiendo detalles que no son mds que el eco de la forma global a una escala
menor. Las figuras resultantes se denominan autosemejantes.

En este caso, por el contrario, los detalles se van deformando a medida que
se van haciendo mas pequefios, porque la funcién f(z) no es lineal. Como esta
funcion es cuadritica, el contorno del fondo de terciopelo lo denominaremos au-
tocuadrdtico en el capitulo 19.



Fic. C7. Parcheado fractal autoinverso

Este colgante estd parcheado con seis clases distintas de tela transparente. Se
han cortado una multitud de discos abiertos {esto es, de interiores de circulos) de
telas de 6 colores diferentes, y se han cosido sobre un forro transparente, aisla-
dos o superpuestos. La mayoria de estos discos estdn demasiado lejos o son de-
masiado pequefios para ser visibles.

Esta figura es una variante mds intrincada de la que se discute en el capitulo
18. Su construccidn empieza por escoger un generador, que en este ¢aso es una
coleccién de 4 circulos y 4 rectas, dispuestos del modo siguiente

e

N

Por varias razones, expuestas en el capitulo 18, tiene mucho interés la figura
L, que es la menor figura que permanece totalmente invariante si se realiza una
transformacion de simetria con respecto a una cualquiera de las rectas o una in-
version con respecto a cualquiera de las circunferencias generatrices.

En teoria, la diferencia entre los conceptos de recta y circunferencia no es
importante aqui. En efecto, si las rectas y circunferencias anteriores se someten
a una inversion con respecto a un punto que no esté sobre ninguna de ellas, se
obtienen 8 circunferencias. Por tanto, en vez de decir que L es «autoinversa y
autosimétrica», basta con decir que es «autoinversa».

Pero el hecho de que en esta figura intervengan 4 simetrias respecto a rectas
que forman un rectangulo tiene sus ventajas, y se incorpord para garantizar la
periodicidad de este L. El primer periodo esta limitado por nuestro rectingulo, y
los otros se obtienen por traslaciones paralelas a los ejes.

El problema de determinar la estructura de L es antiguo y famoso, y yo le di
la solucidn prictica que se ilustra aqui. Esta nueva solucién muestra que L estd
formado por los puntos en que los parches de tela discoidales estén en contacto
con las circunferencias que los delimitan. Los puntos interiores de un disco
nunca se cuentan como parte de L aunque estén en el contorno de otro disco dis-
tinto, tanto si es del mismo color como si no.

Pasemos ahora a explicar cémo se han escogido estos parches discoidales.
Partiendo de la figura generatriz; se dibujan 6 circunferencias, que llamaremos
I'-circunferencias, ortogonales cada una de ellas a 3 de las 8 componentes de la
figura generatriz. Hay muchas otras circunferencias ortogonales a 3 de las §
componentes del generador, pero s6lo necesitamos estas 6 como I'-circunferen-
cias.



Cada I'-circunferencia rodea un disco al que se asigna un color de tela deter-
minado, y se emplea el mismo color para cada disco obtenido por transforma-
cién de un I'-disco por inversidn con respecto a las 4 circunferencias, o por
simetria con respecto a las 4 rectas del generador. Los discos del «medallén»
central se solapan a todos los demds, pero ninguno se solapa a cualquiera de sus
inversos. Los discos de las esquinas, por el contrario, se solapan con algunos de-
sus inversos.



F16. C9. Salida de un planeta sobre una colina Labelgraph
(Recuerdo de una mision espacial que nunca existio)

Las 1dminas C9 a C15 quizd parezcan «realistas». Y algunas son, a su modo,
obras de arte. Sin embargo, estas laminas no son fotografius y no pretendian ser
artisticas. Ademads no son ejemplos de los falsos paisajes que pueden obtenerse
por tratamiento de paisajes reales, del mismo modo que se sintetiza un producto
_quimico por transformacion de otros productos. Estas laminas son exactamente
tan artificiales como las laminas C5 y C7. Son los equivalentes fractales de la
sintesis «completa» de la hemoglobina a partir de los dtomos que la componen,
tiempo (muchisimo) y energia.

La ldmina C9 combina la puesta en préctica de dos de mis teorfas de las su-
perficies de los planetas, presentadas por primera vez en Mandelbrot (1975w)
sobre la base de las [dminas 381 y 383, y estudiadas en los capitulos 27 y 28 de
esta obra. Varias caracteristicas de la presente lamina no consiguen ajustarse a la
realidad, pero los capitulos en cuestién muestran cémo se pueden resolver algu-
nos de estos defectos.

Un planeta en el que el agua se concentra en océanos y nieve (por cjemplo
en los casquetes polares), mientras el cielo carece absolutamente de nubes, es —
por no decir mas— s6lo una primera aproximacion. El color se ha afiadido des-
pués empleando las mejores técnicas disponibles actualmente, y la seleccion de
colores es completamente ajena a mis teorfas. Un primer algoritmo mostraba la
altura mediante los mismos colores que en el The Times Atlas. Entonces nos pa-
reci6 claro que una ligera mejora en el esquema de coloreado daria unos resulta-
dos considerablemente mejores, sin necesidad de recurrir a una gran cantidad de
decisiones independientes.

Este arte no puede pretender ser tan minimalista como el de las laminas C5 'y
C7. ya que las definiciones de los dos planetas no se pueden reducir a una sola
linea sin una artificialidad excesiva.

Una segunda razén por la que este arte no se puede llamar minimalista es
que la realizacién del sombreado implica un gran ingenio; harfan falta gruesos
volimenes para explicar cada detalle. Ademas, el algoritmo depende mucho de
las herramientas disponibles, por lo que, para duplicar este trabajo, uno tendria
que usar exactamente el mismo equipo informatico.

Como una versién anterior de esta «salida de planeta» aparecio en la sobre-
cubierta del Fractals de 1977, y algunas de las ldminas de este tltimo represen-
taban también paisajes fractales, éstos han sido objeto de miiltiples imitaciones.
La baja calidad reiativa de las mismas es una prueba mds de la no minimalidad
de este arte.

No obstante, los principales rasgos de ambos planetas pueden caracterizarse
inequivocamente por un niimero muy pequefio de propiedades fundamentales de
continuidad e invariancia, que exploraremos en los siguientes pies de figura.

DEDICATORIA. El nombre de Colina de Labelgraph es en homenaje a «Ibl-
graph», un paquete de programas graficos un tanto caprichosos y a menudo muy



maleducados que surgio del trabajo de Alex Hurwitz y Jack Wright de IBM en
Los Angeles. De 1974 a 1981 embelleci6 el T. J. Watson Research Center, res-
pondia si se lo trataba con consideracidn, y (con su vivo sucesor, «yogui») hizo
posible la ilustracion de mis ensayos. R.I.P.



Fic. C11. Colinas gaussianas que nunca existieron

El nombre de Carl Friedrich Gauss (1777-1855) aparece en casi todos los ca-
pitulos de la matematica y de la fisica, y eso le convierte en el primero (prin-
ceps) de los matematicos (incluidos los fisicos) de su tiempo. Pero el calificativo
de gaussianas aplicado a estas colinas se debe a una distribucion de probabili-
dad que se le atribuye indebidamente. Se trata de la distribucién con gréfica «en
forma de campana» u «ojiva de Galton». En las liminas C9 a C15, esta distribu-
cion es la que regula la diferencia de altura entre dos puntos dados cualesquiera
del mapa, por lo menos después de realizar una transformacién conveniente.

En su trabajo, muchos estudiosos recurren a la distribucién gaussiana sin
darse cuenta de que esta eleccion debe justificarse. Ya sea porque esta es la
unica distribucién que conocen a fondo y que les merece contianza, o porque
piensan que explica la distribucion de cualquier magnitud aleatoria que se dé en
la naturaleza, desde las alturas de los reclutas a los errores en las observaciones
astronémicas.

En realidad, esta dltima creencia carece totalmente de fundamento. Este en-
sayo contiene muchos ejemplos que demuestran que el mundo estd lleno de fe-
némenos enormemente no gaussianos. Por tanto, el recurso a la distribucion
gaussiana requiere otra justificacién menos discutible. En mi opinién, las tinicas
justificaciones vdlidas se basan en el hecho de que la gaussiana es la tnica distri-
bucidn que posees ciertas propiedades de invariancia por cambio de escala, y a
pesar de ello conduce a relieves que varfan con continuidad. La conclusion es
que los relieves mds simples posibles se rigen por una «funcién browniana», o al
menos por una variante de la misma que yo llamé «funcién browniana fraccio-
narias.

El tnico pardmetro que dejan indeterminado estos desiderata, y que por
tanto se debe escoger por otras razones, se llama dimension fractal del relieve, y
se denota por D. .

Cuando D alcanza su valor minimo D = 2. el relieve es sumamente liso. A
medida que D aumenta, el relieve se hace cada vez mds «ondulado» y empieza a
parecerse a las montafas altas de la Tierra. Al final se hace demasiado ondulado
para ser parecido a las montafias, y acaba por casi llenar el espacio.

Una caracteristica que define la funcién brouniana es que cada corte vertical
€s una funcién browniana ordinaria, real de variable real.

Para cada paisaje, excepto el del planeta distante de la ldmina C9, la altitud
se calcula en funcion de las latitudes y longitudes dispuestas seglin una pa